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Chapitre 1IntrodutionLes nouvelles arhitetures de proesseurs ont béné�ié d'un ensemble deméanismes novateurs ayant eu pour e�et un formidable aroissement deleurs performanes. Ces méanismes onernent entre autres l'introdutiondu pipeline ave des étages de plus en plus longs, le parallélisme d'instru-tions, l'augmentation de la fréquene des horloges, et. D'un autre point devue, il s'agit également de proédés assez omplexes qui rendent un peu plusardues les interations entre les omposantes de la mahine. De plus, dans lapratique, il reste avéré que les performanes e�etives lors de l'exéution desprogrammes restent enore assez éloignées des performanes rêtes (fourniespar les onstruteurs).L'essor des systèmes embarqués ou enfouis a introduit de nouveaux obje-tifs de performanes, et e partiulièrement en terme de minimisation de laonsommation életrique, minimisation de la onsommation mémoire, maxi-misation de la sureté de fontions, et respet des ontraintes temps-réel. Ilne s'agit pas uniquement ii de minimiser les temps d'exéution, mais plu-t�t de respeter un ontrat plus ou moins strit, �xant des limites de oûtet de �abilité onernant aussi bien le matériel que le logiiel. La maîtrisedu omportement du système est don essentielle dans e adre. Elle passepar la ompréhension des distorsions entre un omportement attendu et leomportement e�etif.Pour bien omprendre es di�érents phénomènes et réduire les éarts deperformane résultants et qui peuvent se révéler préjudiiables à plus d'untitre, notamment sur un plan �nanier, il faut s'intéresser à leurs auses. Engénéral, elles-i se situent à quatre niveaux, à savoir le niveau de l'applia-tion, du ompilateur, du système d'exploitation et de l'arhiteture.
13



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONAu niveau de l'appliation, il arrive souvent que les odes ne soient pasassez bien struturés pour permettre au ompilateur d'exploiter les ressouresdu proesseur (parallélisme d'instrutions, et), et le ompilateur de son �tépeut générer des odes exéutables qui exploitent mal les ressoures physiquesde la mahine ible, ou qui ne tiennent pas ompte des ontraintes propresau adre d'utilisation (taille de ode, temps d'exéution onstant, . . . ).Au niveau du système d'exploitation, une stratégie inadéquate de ges-tion des ressoures (gestion des pages mémoire, fréquene de permutationentre proessus, . . . ) peut amoindrir signi�ativement les performanes etprovoquer de nombreux phénomènes inattendus.En�n pour e qui est de l'arhiteture, les ressoures physiques du proes-seur sont quelquefois inadaptées aux besoins des programmes ; en outre, ladi�érene de adene onstatée entre le proesseur et les autres omposantes(mémoire, bus) entraîne régulièrement de nombreux goulots d'étranglement.
1.1 Quelques approhes de solutionEn relation à es di�érents niveaux mentionnés, plusieurs travaux ont étémenés jusqu'ii ave des objetifs bien préis à haque fois. Par exemple,pour l'identi�ation des goulots d'étranglement ou enore des hemins ri-tiques (hot paths), on développe des outils logiiels et matériels de mesurepermettant de déduire les valeurs d'un ou plusieurs fateurs in�uant sur lesperformanes des programmes. Parmi es outils on peut iter gprof [40℄, Vtune[1℄, Perfmon [2℄, et bien d'autres (PCL [14℄, SimpleSalar [18℄, RSIM [67℄, TRIMA-RAN [44℄, CVT [81℄).Une autre piste onsiste à e�etuer une évaluation de l'arhiteture et des om-pilateurs en onstruisant des modèles (mathématiques, statistiques, analytiques,et) qui permettent de faire de la prédition ([21, 47, 66, 76℄) : prédition du tempsd'exéution, prédition de branhements, prédition d'aès mémoire, et. Grâe àde tels modèles on est apable de hoisir statiquement, le as éhéant, une meilleureversion d'un ode parmi plusieurs ou une on�guration partiulière de l'arhite-ture d'un proesseur.On trouve enore une autre alternative dans l'analyse des appliations, dontle but est d'en omprendre le omportement et partant de là les dégradationséventuelles des performanes, et déduire au besoin des optimisations qui seronte�etuées en général non pas sur la totalité de l'appliation, mais sur des endroitsritiques à déterminer judiieusement. Ces analyses sont généralement menées surdes traes de programmes [13, 27, 56, 57℄ ou pro�ls d'exéution, qui sont des élé-



1.2. L'ANALYSE DE PROGRAMMES 15ments de base onsidérés omme représentants des appliations à étudier. C'estdans e ontexte en partiulier que se situe notre travail.Le ritère que l'on ontr�le le plus souvent lors de l'analyse est le temps d'exé-ution des programmes, ependant il est intéressant de noter que e temps peutrevêtir une signi�ation di�érente suivant le niveau où on se trouve : appliation,système d'exploitation ou proesseur.En e�et, le programmeur verra le temps d'exéution omme elui qui séparele lanement de son programme de la réeption des résultats, l'administrateur dusystème d'exploitation quant à lui s'intéressera surtout au débit des tâhes exéu-tées, tandis que le onepteur du proesseur onsidèrera prinipalement le �ux desinstrutions de bas niveau.C'est la raison pour laquelle mis à part e temps d'exéution (variable), il paraîtfort utile de onsidérer également d'autres métriques, nombreuses par ailleurs, enfontion desquelles on peut onduire des analyses ; 'est ainsi qu'on peut s'intéres-ser aux éléments suivants :� le nombre moyen de défauts de ahe, pour les programmes dont le om-portement est dominé par leurs aès mémoires, et plus largement enore leomportement en mémoire des programmes ;� la onsommation d'énergie, pour le as des programmes embarqués où le sys-tème spéialisé est alimenté par une soure d'énergie extrêmement rationnée ;� le taux d'oupation de la mémoire embarquée ;� le pourentage de branhements orretement prédits, et bien d'autres enore.1.2 L'analyse de programmesDé�nition 1.2.1 L'analyse de programmes désigne l'ensemble des tehniques quipermettent de déduire méaniquement des propriétés des programmes.C'est un ensemble de tehniques aux appliations variées et ayant déjà donnélieu à de nombreuses optimisations de programmes. Par ailleurs, elle permet desavanées signi�atives dans la ompréhension du omportement des programmes,et ette mise en évidene du omportement des programmes est de plus en plusreonnue omme une lef prinipale pour de nombreux développements : reon�-guration dynamique de ahe pour éonomiser de l'énergie, simulations matériellesau niveau de l'arhiteture, optimisations du ompilateur, remote pro�ling, hoixdu oeur sur lequel faire tourner un proessus dans une arhiteture multiores, et.



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONDans le adre des systèmes embarqués notamment, qui sont des systèmes à basede logiiels ayant de très fortes interations ave l'environnement qu'ils doiventontr�ler, l'analyse du omportement est une part essentielle tant dans la maîtrisedes aès aux ahes, assez di�iles à prédire, que dans elle de la onsommationéletrique.S'il s'agit en plus de systèmes temps réel, devant don satisfaire des ontraintesde pontualité et de qualité de servie, il est néessaire de fournir une estimationpréise et �able des temps d'exéution. Et pour ela, on e�etue une analyse duomportement temporel du matériel, ar 'est elle qui permet de déterminer lestemps d'exéution des blos de base des programmes.Ainsi, le besoin de maîtriser le omportement des programmes est un besoinruial, et e besoin peut être satisfait à travers une analyse de programmes. Pourela, il existe deux démarhes prinipales généralement utilisées, à savoir la dé-marhe statique et la démarhe dynamique.1.2.1 Analyse statiqueDé�nition 1.2.2 L'analyse statique de programmes désigne l'ensemble de teh-niques permettant d'obtenir de l'information sur le omportement d'un programmeuniquement à l'examen de son ode soure.Elle onsiste par exemple en une reherhe de dépendanes entre les données,une analyse de �ots (données ou ont�le), un alul de durée de vie des variables,et, et s'e�etue en général à la ompilation.Ce type d'analyse a été très largement développé ave suès et possède denombreuses appliations omme par exemple la véri�ation et mise au point deprogrammes, en plus de l'optimisation. Cependant, les résultats obtenus ne sontque des approximations dans ertains as (as de variables dont la valeur ne peutêtre onnue à la ompilation). Par ailleurs, lorsqu'on est en présene d'appliationsfaisant grand usage de strutures de données omplexes (pointeurs, et), l'ana-lyse statique se trouve fort limitée. Or de telles appliations sont de plus en plusnombreuses.De plus, une analyse préise du omportement global d'un système doit égale-ment tenir ompte de la mahine d'exéution. La omplexité roissante du logiielet du matériel, mais surtout leurs interations, rendent quasiment impossible l'ana-lyse statique à partir de données telles que le ode soure et ertains paramètresd'arhitetures. De nombreux travaux utilisent des modèles généraux de mahinestelles que PRAM [39℄, LogP [29℄, BSP [80℄ ou QSM [38℄ en parallélisme. Ces mo-dèles peuvent o�rir des estimations su�samment préises dans ertains ontextes àfaibles ontraintes d'exéution, mais s'avèrent bien souvent trop généraux lorsquees ontraintes obligent à maîtriser jusqu'à des méanismes élémentaires d'un sys-tème.



1.2. L'ANALYSE DE PROGRAMMES 171.2.2 Analyse dynamiqueDé�nition 1.2.3 L'analyse dynamique de programmes désigne l'ensemble des teh-niques permettant d'observer le omportement à l'exéution des programmes.Ce faisant, elle donne des informations bien plus préises et réalistes que l'ana-lyse statique (par exemple quels sont les lieux où le programme passe le plus detemps).Ce type d'analyse peut s'e�etuer aussi bien au niveau matériel (par des ap-pareils gre�és aux proesseur) qu'au niveau logiiel. Au niveau logiiel, qui est leplus largement répandu, on introduit des points d'observations ou sondes 1 dansle programme pour apturer des événements intéressants : 'est l'instrumentation[63℄. Ensuite le programme sondé est exéuté pour produire soit une trae à analy-ser (i.e. un �hier dans lequel sont stokés les résultats des observations), soit desrésultats �naux de mesure. La �gure 1.2.2 résume les di�érentes étapes de l'analysedynamique.

Fig. 1.1 � Etapes de l'analyse dynamique1Ces sondes sont des appels à des routines spéiales d'instrumentation et servent àomptabiliser, sauvegarder, mesurer ou analyser ertains événements tout au long de l'exé-ution du programme.



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONSelon les résultats en sortie lors d'une analyse dynamique de programmes, onparle de trae driven analysis ou de exeution driven analysis.Dans le premier as, il n'y a pas de suroût de traitement, pas d'interféreneonsidérable ave le programme. Par ontre la taille des traes peut être exessive-ment grande.Dans le seond as, l'analyse est e�etuée au vol (on-the-�y) et les informationsdynamiques apturées par les routines d'instrumentation sont analysées au fur età mesure que le programme s'exéute. Il y a don un suroût onsidérable detraitement d'informations, e qui peut se réperuter sur les performanes globalesdu programme. C'est pourquoi nous avons hoisi de produire les di�érentes traesà analyser seulement en �n d'exéution des programmes.1.3 Tehniques générales de ollete et d'ana-lyse de traesLes traes sont partout onsidérées omme éléments essentiels dans l'étude duomportement des programmes, et peuvent être reueillies à 8 niveaux di�érentsd'après Uhlig et al. [79℄, regroupés en deux atégories : le domaine du matérielet le domaine logiiel. Dans la prodution de traes assistée par le matériel, onutilise l'arhiteture de la mahine, à l'instar des ompteurs ave lesquels on éva-lue le nombre de défauts de ahe. Au niveau logiiel par ontre il s'agit surtoutd'utiliser des instrumentations omme vu préédemment ou enore des simulations.Ball et Larus proposent des tehniques e�aes de ollete de traes [13, 56℄, etonstatent qu'il n'est pas utile d'insérer des odes d'instrumentation dans tous lesblos de base. Par une méthode de pro�lage, ils omptent la fréquene d'exéutionde tous les blos et reueillent ensuite la trae des blos e�etivements exéutés auours du programme. Ils présentent également une disussion sur la question duhoix du lieu de plaement du ode d'instrumentation.A es tehniques, Larus ajoute une exéution abstraite [55℄, qui est une teh-nique semblable aux tehniques de ompilation, pour réduire la taille des �hiers detrae : on identi�e un sous-ensemble de la trae qui est su�sant pour la générer entotalité, et lors de l'éxéution du programme on n'enregistre que les événements dee sous-ensemble. Les prinipales tâhes du programme devant être iblées sont :les référenes mémoire et le ontr�le de �ots.Dans e dernier as, il est fréquent que l'analyse de la trae se fasse à traversune représentation sous forme de graphe. Nous en avons un exemple dans [57℄,où les traes analysées omportent les séquenes de blos de base suessivementexéutés au ours du programme, et qui sont enore appelés hemins.Au ours de l'analyse, on herhe à identi�er les régularités présentes dans latrae et pour ela, on e�etue une ompression basée sur l'algorithme de ompres-sion hiérarhique SEQUITUR de Nevill-Manning et Witten [64, 65℄ ; par la suite,



1.3. TECHNIQUES GÉNÉRALES 19le résultat de ette ompression est traduit par un graphe aylique orienté, quireprésente entièrement le �ux de ontr�le du programme étudié.L'ensemble de es travaux produit don des traes au niveau logiiel, et lesrésultats d'analyse obtenus permettent e�etivement de mieux saisir le ompor-tement des programmes et de dériver des optimisations signi�atives. De part laméthode de ollete de traes nous nous rapprohons de es travaux, étant donnéque nous proédons également de manière logiielle. Toutefois e qui fait nous dis-tingue réside au niveau de la nature et du format des traes, puisque nous nousintéressons non pas au ontr�le de �ots, mais plut�t aux référenes e�etuées parles programmes.Dans notre travail, les traes étudiées onernent des référenes mémoires, ob-tenues à la suite d'instrumentations de odes. Après avoir identi�é au préalableles fontions les plus oûteuses à l'aide d'outils omme gprof, nous déterminons lesinstrutions à traer et le résultat de leur instrumentation est enregistré dans un�hier texte, orrespondant au �hier de trae.A la �gure 1.2 nous présentons une trae obtenue après enregistrement des va-leurs entières de trois pointeurs (parray, parray2, parray3), relativement à uneadresse de base ; la fontion instrumentée provient du programme fir2dim tiré desbans d'essai DSPstone [85℄.0 1 2 4 5 6 8 9 10 1 2 3 5 6 7 9 10 11 45 6 8 9 10 12 13 14 5 6 7 9 10 11 13 14 15Fig. 1.2 � Exemple : une trae d'aès pointeursSelon les objetifs de l'analyse, les éléments et le format des traes peuventvarier. Si l'on s'intéresse à la prédition de branhements par exemple, on peutonstituer une trae de valeurs binaires, la valeur 1 étant enregistrée à haque foisqu'un branhement est pris et la valeur 0 indiquant les as où le branhement n'estpas e�etué.Dans le as des systèmes embarqués, si l'on désire optimiser la onsommationd'énergie on peut analyser par exemple la variation de températures du proesseur ;dans e as la trae est onstituée de di�érentes valeurs de températures, prélevéesà intervalles de temps �xe à l'aide d'un matériel adéquat.Bien d'autres aratéristiques enore peuvent être traées et analysées, ommenous le verrons par la suite.



20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.4 Objetifs de la thèse et développement d'unmodèle d'analyseDans ette thèse, l'on s'intéresse à l'analyse et la modélisation des traes deprogrammes issues d'une instrumentation de odes. Les traes par lesquelles noussommes onernés sont onstituées en partiulier de référenes mémoires et nonpas d'informations sur le ontr�le de �ots, omme 'est le as ailleurs. Nous nousattaherons don à onevoir et développer un modèle de représentation de telspro�ls d'exéution, ayant essentiellement les deux aratéristiques suivantes :� permettre d'améliorer la ompréhension et la maîtrise du omportement duprogramme soure ;� se prêter ensuite aisément à di�érentes sortes d'analyses ayant pour but dedéduire des transformations ou des optimisations de odes.Pour réaliser pleinement es objetifs, e modèle de représentation des traesdoit être sous une forme prohe des fontions génératries, et peut être par exemplesous forme de fontions statistiques ou autres fontions mathématiques. Commeles traes que nous étudions sont onstituées de valeurs numériques entières ets'assimilent par onséquent assez bien à des séries temporelles, le modèle reherhépeut pro�ter des méthodes utilisées dans le domaine de l'éonométrie.D'une manière plus générale, es traes peuvent aussi être onsidérées sim-plement omme des informations ou des données, 'est pourquoi les méthodes defouilles de données (ang. Data Mining) présentent également un ertain intérêt.Dans une première approhe d'analyse, nous investissons les deux ommunautésque sont l'éonométrie des séries temporelles et la fouille de données, à la reherhed'un modèle de représentation et d'analyse. Il apparaît que es méthodes géné-rales d'analyse de données fournissent plusieurs informations intéressantes, maisune étude approfondie montre que es informations sont justement bien trop géné-rales pour améliorer la ompréhension du omportement des programmes analysés,ou enore pour permettre des optimisations dans notre ontexte. Or, ette ompré-hension du omportement des programmes est un objetif essentiel de nos analyses,pour les di�érentes raisons déjà mentionnées préédemment.Nous e�etuons une seonde approhe d'analyse et proposons alors une solu-tion de modélisation qui onsiste à exprimer le omportement à l'exéution d'unprogramme par un autre programme : il s'agit don d'un programme modèle. Cedernier programme n'exprime pas la fontionnalité, "le pourquoi", mais la manière,"le omment", et ela est rendu possible par le fait que les langages informatiqueso�rent un pouvoir d'expressivité où la fontionnalité peut être transposée au om-portement.



1.4. OBJECTIFS DE LA THÈSE 21La génération du programme modèle qui exprime la manière, le omportementdu programme initial, se fait sous forme d'une séquene de nids de boules danslesquelles :� les instrutions des boules les plus internes sont des fontions polynomiales,� les bornes des boules sont soit des onstantes, soit des fontions a�nes desindies de boules.Les fontions de niveau les plus internes expriment les valeurs de la trae d'en-trée à partir des indies de boules. On obtient ainsi et de manière automatiqueune représentation du pro�l d'exéution du programme de départ.Le modèle proposé est basé sur une méthode d'interpolation périodique et li-néaire, d'où l'appelation de modèle périodique-linéaire. L'approhe de modélisationque nous développons représente don une trae d'entrée provenant d'une analysedynamique par une séquene de nids de boules générée automatiquement. Chaqueséquene de nids de boules orrespond à une dé�nition partiulière d'une phasede programme, une phase étant un ensemble d'intervalles dépendants les uns desautres, identi�és à travers une interpolation périodique-linéaire.Le programme modèle obtenu peut être par la suite analysé de manière à mettreen exergue des aratéristiques intéressantes du omportement du programme étu-dié, et le as éhéant de déduire des transformations optimisantes. En nous aidantd'outils tels que le modèle polyédrique qui se prête de manière adéquate à ungrand nombre d'analyses, nous e�etuons une étape d'analyse "statique" sur leprogramme modèle ; e faisant, nous mettons en ÷uvre une ertaine ollaborationentre les deux prinipaux types d'analyse que sont l'analyse statique et l'analysedynamique.Partant de la prémisse selon laquelle notre représentation re�ète davantage leomportement du programme analysé, nous voulons établir et véri�er que les infor-mations obtenues à l'issue de notre modélisation sont e�etivement plus préises,mieux adaptées, et plus exploitables qu'ave des méthodes générales d'analyse dedonnées, dans l'objetif majeur de maîtrise du omportement des programmes.La suite de e doument est organisée omme suit.Le hapitre 2 présente quelques tehniques d'analyse renontrées dans le do-maine de la fouille de données et des séries temporelles, de même que les limites del'usage que nous avons pu en faire. Il est également question de quelques méthodesd'analyse de traes plus spéi�ques au domaine de l'analyse de performanes, no-tamment de l'iden�ation des phases de programmes. Nous terminons e hapitrepar une motivation de la reherhe de méthodes plus spéi�ques et mieux adaptéesaux traes que nous analysons.Dans le hapitre 3 nous introduisons notre modèle périodique-linéaire (Per-iodi Linear Model) pour l'analyse de traes, modèle basé sur une interpolationpériodique-linéaire. Le onept de phases ou de phases d'intervalles tel que nous



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONl'exploitons est plus longuement préisé à e niveau, de même que les di�érenteson�gurations du modèle auxquelles l'on peut aboutir. Ces on�gurations sontdiretement liées au nombre de omportements déelables dans la trae, à leur en-trelaement et à leur rapport au temps. De nombreux exemples viennent illustrerles étapes de onstrution du modèle.Le hapitre 4 met en exergue le lien étroit qui existe entre le modèle périodique-linéaire et les transformations de programmes, de par la reériture de la trae sousforme de nids de boules imbriquées. A partir des appliations issues de bansd'essai, nous illustrons l'utilisation de notre modèle, et les optimisations qui peuventen déouler.Nous montrons également, à l'aide du modèle polyédrique, di�érentes analysesdu programme en boules issu de l'interpolation périodique-linéaire, et ommentes analyses permettent de mieux omprendre, au besoin d'optimiser le programmede départ.Nous donnons au hapitre 5 une vue d'ensemble du logiiel PLI (Périodi-Linear Interpolation) qui a été implémenté au ours de e travail, ainsi qu'un brefmanuel d'utilisation, et nous mentionnons également quelques pistes envisagéespour son évolution.Le dernier hapitre présente les di�érentes perspetives générales qui se pro�lentpour la suite de nos travaux de reherhe, et se termine par une onlusion surl'ensemble de e qui a été réalisé, et une évaluation par rapports aux objetifs�xés.



Chapitre 2Tehniques d'analyse de données :la fouille de données et les sériestemporellesAvant de se laner dans la proposition d'une nouvelle approhe d'analyse etde modélisation de traes de programmes, il semble judiieux d'examiner les teh-niques employées par les spéialistes de la fouille de données et de l'éonométrie desséries temporelles. Cette ativité nous a oupés au début de e travail de thèse, etmême auparavant lors du stage de DEA [48℄, durant lequel quelques-unes des ap-prohes dérites i-dessous telles que les modèles de séries temporelles, et plusieursautres ont été essayées sur des traes d'aès mémoire.Ce hapitre est don destiné à faire un tour d'horizon des prinipales tehniquesd'analyse de données, a�n de mettre en évidene l'intérêt d'une méthode spéi�quede modélisation périodique-linéaire du omportement des programmes.2.1 La fouille de données2.1.1 Contexte et objetifsComment trouver un diamant dans un tas de harbon sans se salir les mains ?tel est le slogan de nombreux logiiels de fouille de données largement répandus.D'un point de vue historique, le développement de la fouille de données [10℄(prospetion, ang. Data Mining) fait suite au développement des moyens informa-tiques de alul et de stokage. En e�et, les entreprises qui arhivaient des volumesde données onsidérables ont dès lors eu l'opportunité de valoriser es informations,par des tehniques d'analyse et d'exploration, a�n d'améliorer leurs stratégies demarketing ou enore de disposer d'aides préieuses pour les proessus de déision.23



24 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉESAtuellement, en réponse à l'aroissement ontinuel de la taille des bases de don-nées (taille qui a été multipliée par un fateur de l'ordre de 106 au ours de esdernières années), et à la omplexité de leurs nouvelles arhitetures (passage dessimples �hiers aux bases réparties dans des environnements hétérogènes, et), lestehniques d'exploration au ours de la fouille de données sont de plus en plussophistiquées.Généralement, la fouille de données se présente omme un domaine d'analyseexploratoire de données intégrant des outils de statistique et d'intelligene arti�-ielle, de bases de données, de visualisation, au ours d'un proessus d'extrationde onnaissanes. La fouille de données fait don partie d'un proessus général ap-pelé Extration de Connaissanes dans les Données (ECD ou KDD : KnowledgeDisovery in Databases), dé�ni de la manière suivante [35℄.Dé�nition 2.1.1 L'Extration de Connaissanes dans les Données (ECD) est unproessus non trivial dont le but est d'extraire, à partir d'une grande masse dedonnées souvent hétérogènes et struturées, des motifs (pattern) valides, nouveaux,potentiellement utiles et, à terme, ompréhensibles.Les données en question sont des faits ou des observations et le terme motifsest à omprendre ii omme propriétés dérivant un sous ensemble des données, ouenore omme modèles appliables aux données. Extraire des motifs signi�e dondéouvrir des propriétés à partir des données ou enore trouver des modèles or-respondant à es données.Selon Fayyad [35℄, le proessus d'ECD omprend en fait plusieurs étapes, àsavoir :1. Une bonne ompréhension du domaine d'appliation, étape qui onsiste àexpliiter les onnaissanes aquises à priori, ainsi que les buts du omman-ditaire.2. La réation d'un sous ensemble ible des données séletionnées à partir del'entrep�t de données.3. Le nettoyage et le prétraitement : il faut éliminer les erreurs, déterminer lesstratégies de traitement des données manquantes et des valeurs atypiques(ang. outliers).4. La transformation des données : linéarisation, normalisation, ompression,lissage, déomposition (ondelettes, Fourier) de ourbes, et.5. L'harmonisation des buts (identi�és à l'étape 1) ave une méthode de fouillede données.6. L'analyse exploratoire (analyse fatorielle disriminante, analyse en ompo-santes prinipales, et), le hoix des méthodes et des algorithmes en privilé-giant interprétabilité ou préditabilité.



2.1. LA FOUILLE DE DONNÉES 257. La fouille de données, qui onsiste à reherher les motifs (patterns) intéres-sants.8. L'exploitation des résultats : interprétation des motifs extraits (visualisationsgraphiques, et). Parvenu à e point, il est possible de reitérer le proessus àpartir de l'étape 1.9. La di�usion des résultats pour aider à la prise de déision.La fouille de données est don l'étape de l'ECD qui onsiste à déouvrir au-tomatiquement des motifs à partir des données. Ces motifs ou plus généralementles onnaissanes à extraire sont mises en exergue grâe à des tehniques d'appren-tissage automatiques, extrêmement variées et dépendant fortement des tâhes àrésoudre. Parmi es tâhes, on peut iter la prévision de l'évolution des marhés enanalyse �nanière, la déision d'otroyer ou non des prêts dans le seteur banaire,l'aide au diagnosti en médeine, l'analyse du panier de la ménagère en marketing,et [51, 52℄.Les prinipaux objetifs de la fouille de données onsistent en :� la desription des données, qui se déompose elle-même en� l'exploration des données,� le lassement et la lassi�ation (lustering) des observations,� la déouverte des as atypiques,� la déouverte de hiérarhie et de dépendanes entre les données,� l'analyse de séquenes de données ;� la prédition, à travers la modélisation de variables ibles par un ensemblede variables expliatives.C'est ainsi qu'on mettra en oeuvre, de manière expliite ou non :� des méthodes de l'intelligene arti�ielle (réseaux de neurones, systèmes in-dutifs [54℄),� des méthodes de reonnaissane de formes (algorithmes évolutifs [53℄),� des méthodes statistiques (régression linéaire ou logistique, k plus prohesvoisins, arbres de lassi�ation et de regression [17℄, et).Il existe de nombreux algorithmes pour le déploiement des méthodes de fouillede données. Cependant, on reonnaît presque unanimement qu'il n'existe pas demeilleur algorithme, ni d'ailleurs de meilleure méthode, ar il faut à haque foistenir ompte de la nature de la tâhe à résoudre. A�n de déterminer quelle mé-thode adopter et quel algorithme utiliser, il nous faut auparavant en faire un tourd'horizon.



26 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉES2.2 Tour d'horizon des méthodes de fouille dedonnéesOn renontre des méthodes de lassement (disrimination, régression), dont lebut est d'identi�er des lasses orrespondant à des objets à partir de ertains deleurs traits desriptifs. Cette identi�ation déoule d'un apprentissage qui s'e�e-tue soit à partir de :� bases d'instanes : une instane est la desription d'un objet,� bases d'exemples : ensemble d'objets et des lasses orrespondantes,� bases de as : on prend une déision en partant d'un ou deux as similairesdéjà résolus et gardés en mémoire.Dans tous es as de �gure, la proédure générée doit lassi�er orretementles exemples de l'éhantillon mais surtout avoir un bon pouvoir préditif pour las-si�er orretement de nouvelles desriptions. Les termes utilisés pour désigner esméthodes varient ave le domaine d'appliation onsidéré ; on parle de :� lassi�ation en reonnaissane de formes ;� disrimination en statistique ;� apprentissage de onepts ou apprentissage indutif en apprentissage auto-matique ;� estimation ou régression quand, au lieu de déterminer une lasse on veut es-timer une valeur ontinue.Remarque 2.2.1 Le terme lassement est ouramment remplaé dans la littéra-ture franophone par lassi�ation, alors qu'il orrespond en réalité au terme anglaislassi�ation qui se traduit bien par lassement ou enore disrimination. L'amal-game vient du fait que le terme anglais orrespondant pour lassi�ation est le motlustering qui lui, orrespond à une autre stratégie de fouille de données. C'est laraison pour laquelle on introduit souvent une autre appellation en français pourparler du lustering, il s'agit de l'expression lassi�ation non supervisée.Les algorithmes pour la mise en oeuvre de es méthodes de lassement reposentessentiellement sur les arbres de déision, les réseaux de neurones, la règle de Bayes,les k plus prohes voisins, les lassi�eurs évolutifs.Il existe également des méthodes onnues sous le nom de règles d'assoiation[11℄. Leur but est de trouver des similarités ou des règles entre les données, régissantdes assoiations ; en d'autres termes, elles dérivent et interprètent des modèlespour fournir de nouvelles onnaissanes.



2.2. TOUR D'HORIZON DESMÉTHODES DE FOUILLE DE DONNÉES27Les algorithmes pour es méthodes sont basés sur les règles d'assoiation. Onutilise le terme sequening lorsque l'assoiation doit se faire dans le temps.Comme autre méthode, on a la lassi�ation (ang. lustering), enore appeléesegmentation ou regroupement. Elle a pour but d'identi�er un ensemble �ni delasses dans les données, ou enore de déouvrir des groupes dans es données, etes di�érentes lasses peuvent être mutuellement exlusives ou plus omplexes.A�n de répartir les observations en lasses ou atégories (luster), on proèdegénéralement par optimisation d'un ertain ritère visant à regrouper les donnéesdans des lasses aussi homogènes et distintes entre elles que possible. Les prin-ipaux algorithmes utilisés en lassi�ation sont les artes de Kohonen et les k-moyennes.Contrairement aux méthodes de lassement, les méthodes de lassi�ation (lus-tering) ne disposent pas au préalable d'exemples étiquettés ni de as. C'est pourquoion parle de lassi�ation supervisée pour désigner les méthodes de lassement,et de lassi�ation non supervisée ou plus simplement lassi�ation pour lelustering.2.2.1 Disussion et hoix des méthodesDé�nition 2.2.1 On parle d'apprentissage supervisé lorsqu'il existe un éhantillon(ou support) d'apprentissage.Les méthodes de disrimination, régression ou prédition sont des méthodesd'apprentissage supervisé. Elles tentent d'élaborer un modèle qui explique le lienentre les données d'entrée et les résultats en sortie grâe à l'indution, assoiantune lasse ible à partir d'un ensemble d'attributs desriptifs.Or, dans notre étude, la trae d'exéution issue de l'analyse dynamique onsti-tue le seul exemple (ou support d'apprentissage) dont nous disposons pour sa propreanalyse. Cela signi�e que de prime abord, on ignore omplètement quelles sont leslasses potentiellement identi�ables. Par onséquent, l'apprentissage supervisé nepeut être appliqué.Dé�nition 2.2.2 On parle d'apprentissage non supervisé lorsqu'il n'existe pas d'éhan-tillon d'apprentissage.Etant donné que les méthodes d'apprentissage non supervisé permettent dedéouvrir des régularités sous forme de lasses, de ressemblanes, elles sont ellesqui se rapprohent le plus de nos objetifs. Leurs tâhes prinipales reposent sur :� l'analyse d'assoiations,� la déouverte de lasses,



28 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉES� l'organisation en hiérarhie,� la reherhe d'anomalies.Nous avons eu à développer au ours de notre travail quelques algorithmes baséssur la déouverte de motifs fréquents et des règles d'assoiation, dont l'appliationà l'analyse de traes est publiée en [25℄. Cependant, dans le domaine de la fouillede données de manière fondamentale, 'est le lustering qui nous semble le plus àmême de déouvrir le maximum de régularités (sous forme de lasses), en raisonde la omplexité et de la taille des traes à analyser.Remarque 2.2.2 Il existe aussi une autre forme d'apprentissage dite par renfor-ement, présentée notamment dans [62℄ ave plusieurs aspets algorithmiques del'apprentissage automatique.2.3 Le lusteringLe lustering onsiste à partitionner un ensemble d'individus ou d'élémentsen lasses (groupes, atégories ou lusters) homogènes, aussi distintes les unes desautres que possible [46, 84℄. La déouverte des lasses doit se faire automatiquementet sans exemple : il s'agit don d'un apprentissage non supervisé.Pour déouvrir les lasses, il faut auparavant établir une notion de proximitéentre les éléments à lasser, et haque élément est généralement représenté sousforme d'un veteur ligne de s olonnes, où haque olonne est un attribut ou unearatéristique de l'individu.2.3.1 Mesures de proximitéSoit I un ensemble d'individus. La proximité entre deux éléments de et en-semble est soit une mesure de ressemblane ou similarité soit une mesure de dis-semblane ou dissimilarité, dé�nie de I × I vers R+.Indies de ressemblaneSoit r l'indie de ressemblane et R un élément de R+ ; on a les aratéristiquessuivantes :
r(i, j) = r(j, i), ∀(i, j) ∈ I × I : symétrie ; (2.1)
r(i, i) = R > 0, ∀i : ressemblane d'un élément ave lui-même ; (2.2)
r(i, j) ≤ R, ∀(i, j) : la ressemblane est majorée par R. (2.3)Le oe�ient de orrélation est un exemple de mesure de similarité. Si ononsidère un ensemble de n éléments représentés par une matrie X de taille n× t



2.3. LE CLUSTERING 29(n, t ∈ N), le oe�ient de orrélation peut être alulé entre deux éléments ouplus souvent entre deux aratéristiques omme suit :
ρ(j, k) =

n
∑

i=1

(xij − mj)(xik − mk)

[ n
∑

i=1

(xij − mj)
2(xik − mk)

2

]1/2
(2.4)où mj et mk sont les moyennes des veteurs attributs j et k respetivement.Indies de dissemblaneSoit d l'indie de dissemblane et D un élément de R+ ; d est aratérisé parles relations suivantes :

d(i, j) = d(j, i), ∀(i, j) ∈ I × I : symétrie ; (2.5)
d(i, i) = 0, ∀i : pas de dissemblane d'un élément ave lui-même ; (2.6)
d(i, j) ≤ D, ∀(i, j) : la dissemblane est majorée par D. (2.7)Il existe une orrespondane triviale entre indie de ressemblane et indie dedissemblane, puisque d(i, j) = R − r(i, j) ∀(i, j) ∈ I × I.Métriques de MinkowskyCe sont des mesures de proximité assez souvent utilisées ; elles mesurent ladissemblane entre deux éléments xi = (xi1, ...xit)

T et xk par :
d(i, k) =
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∑
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∣

∣xij − xkj
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r

)1/r ave r ≥ 1Ces métriques satisfont en plus les relations suivantes :
d(i, k) = 0, ssi xi = xk (2.8)
d(i, k) ≤ d(i,m) + d(m,k) ∀(i, k,m) (2.9)(2.10)Cas partiuliers :� r = 2 : on a la distane eulidienne :
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= [(xi − xk)T (xi − xk)]1/2



30 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉES� r = 1 : on a la distane de manhattan
d(i, k) =

t
∑

j=1

∣

∣xij − xkj

∣

∣� r −→ ∞ : distane sup
d(i, k) = maxj≤1≤t

∣

∣xij − xkj

∣

∣De manière générale, les indies de proximités sont aussi représentés sous formede matrie appelée matrie de proximité.Remarque 2.3.1 Bien qu'il existe également de méthodes de dé�nition de distaneentre valeurs qualitatives, nous nous limiterons pour notre travail aux distanesentre valeurs numériques.2.3.2 Algorithmes de lusteringLe lustering étant un proessus de partitionnement d'un ensemble d'individusen lasses ou luster, on peut, relativement à la distane entre valeurs numériques,dé�nir un luster omme suit :Dé�nition 2.3.1 Un luster est un ensemble de points tel que la distane entredeux points est inférieure à la distane entre un point du luster et un autre qui nelui appartient pas.Dé�nition 2.3.2 Un luster est un ensemble d'entités semblables, tel que les en-tités des autres lusters leur soient dissemblables.Pour former les di�érentes partitions, les méthodes de lustering doivent me-surer non seulement la distane entre deux éléments, mais aussi la distane entredeux lasses ou entre un élément et une lasse ; elles doivent aussi dé�nir un ritèred'homogénéité des lasses et en préiser le nombre.Si on note S(n,k) le nombre de partitions d'un ensemble de n éléments en
k lusters, on remarque diretement que S(n,k) roît exponentiellement ave n(S(n,k)= 1

k!

∑k
i=1(−1)(k−i)(Ci

k
)(i)n). C'est la raison pour laquelle une reherhe exhaus-tive de toutes les partitions n'est pas possible ; à la plae, les algorithmes de lus-tering proèdent par itérations suessives jusqu'à obtenir une bonne partition, quiorrespond en fait à un optimum loal. Selon les stratégies de partitionnementutilisées, on distingue plusieurs méthodes de lassi�ation, à savoir : la lassi�a-tion asendante, la lassi�ation desendante, la réalloation dynamique. Les deuxpremières méthodes sont dites hiérarhiques et onstruisent une série de partitionsimbriquées ; elles se distinguent en ela de la troisième méthode, dite de partition-nement, qui ne produit qu'une seule partition. Il existe plusieurs variantes de touteses di�érentes méthodes dont une desription peut être trouvée en [46℄.



2.3. LE CLUSTERING 31La Classi�ation Asendante Hiérarhique (CAH)On transfome la matrie de proximité en une séquene de partitions imbriquées[45, 46℄, en utilisant le proédé de l'agglomération : on met haque élément dansun luster individuel et ensuite on joint les lusters, pour aboutir �nalement à unseule lasse �nale. Les regroupements suessifs sont représentés sous la forme d'unarbre binaire ou dendogramme, et le nombre de lasses est hoisi à postériori, à lavue du dendogramme. L'algorithme est donné à la table 2.1.1. Initialisation. Les lasses initiales sont les singletons. Cal-uler la matrie de leurs distanes deux à deux.2. Itération. Répéter les deux étapes suivantes, jusqu'à l'agglo-mération en une seule lasse :� regrouper les deux lasses les plus prohes au sens de ladistane entre groupes hoisie� mettre à jour le tableau de distane, en remplaçant les deuxlasses par la nouvelle et en alulant sa distane ave lesautres lassesTab. 2.1 � Algorithme de CAHExemple 2.3.1 Soit A la matrie de dissimilarité pour les éléments x1, x2, x3, x4, x5 :
A =

x1
x2
x3
x4
x5

x1 x2 x3 x4 x5












0 6 8 2 7
6 0 1 5 3
8 1 0 10 9
2 5 10 0 4
7 3 9 4 0











Si on hoisit pour distane entre deux groupes la distane minimale entre leurs élé-ments, on a le dendogramme de la �gure 2.1, et si on hoisit la distane maximale,on obtient elui de la �gure2.2.Le dendogramme donne une vue simple et laire des di�érentes lasses iden-ti�ées, mais il devient impratiable au delà de quelques entaines d'éléments ; deplus, la néessité de stoker en mémoire la matrie de proximité limite le nombred'éléments qu'on peut traiter par la CAH.
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Fig. 2.1 � saut minimum Fig. 2.2 � saut maximumLa Classi�ation desendanteLe prinipe onsiste à diviser l'ensemble initial des données pour arriver à dessous-lasses �nales qui soient aussi denses et aussi distintes les unes des autres quepossible. Il faut pour ela trouver un ritère de sission qui minimise la dispersiondes sous-lasses résultantes [49℄. En général, la lassi�ation desendante est trèspeu utilisée, ar elle est onsidérée omme moins e�ae que la CAH [33℄.La réalloation dynamiqueDans ette méthode de lassi�ation, il faut �xer à priori k, le nombre de lasses,ar le proédé onsiste à hoisir k entres de lasses et à a�eter à haque lasse lesélements les plus prohes au sens de la distane hoisie. Initialement, les k entrespeuvent être tirés aléatoirement ou hoisis grâe à des heuristiques ; par la suite,les nouveaux entres seront déterminés en alulant le baryentre de haque lasse.On itère e proédé jusqu'à la onvergene vers un minimum loal ou jusqu'à unnombre maximum �xé d'itérations (table 2.2).L'algorithme des k-moyennes (kmeans) [69℄, qui est très souvent utilisé, est unevariante dans laquelle les entres de gravité des lasses sont realulés à haquealloation d'un individu à une lasse.Remarque 2.3.2 Il est possible de ombiner les deux méthodes de lassi�ationdans une approhe mixte. Par exemple, les k entres de lasses de la réalloationdynamique peuvent être hoisis grâe à une CAH. Cette ombinaison permettra delasser les grands volumes de données (e qui est impossible ave la CAH) et deséletionner k, le nombre de lasses.2.3.3 Appliation du lustering à l'analyse des traesd'exéutionComme nous l'avons dit dans le hapitre préédent, les traes d'exéution quenous avons à traiter sont onstituées essentiellement de valeurs entières, et sont



2.3. LE CLUSTERING 331. Initialisation. Choisir une partition initiale de k lasses, enséletionnant k points (appelés entres ou noyaux) dans l'es-pae des individus.2. Itération. Répéter les deux étapes suivantes, jusqu'à la sta-bilisation des lasses (le ritère de variane inter lasses neroît plus de façon signi�ative)� assigner haque individu à la lasse de entre le plus proheau sens de la distane hoisie. On obtient ainsi, à haqueétape, une lassi�ation en k lasses ou moins, si une deslasses devient vide.� aluler le baryentre de haque lasse, qui devient le nou-veau noyau. Si une lasse s'est vidée, on peut éventuelle-ment retirer aléatoirement un noyau omplémentaire.Tab. 2.2 � Algorithme de réalloation dynamiqued'assez grande taille. Quelques unes d'entres elles sont disponibles à l'adresse [7℄.Pour de telles données ordinales, la lassi�ation asendante hiérarhique pourraitassez bien onvenir, mais il se trouve que la taille des traes onstitue un handiapnon négligeable pour e type de méthode, notamment pour la manipulation desdendogrammes.La méthode de réalloation dynamique quant à elle néessite de dé�nir unedistane sur les données à lassi�er, et onvient don assez bien lorsque elles-isont sous forme de veteurs. Cette méthode, et plus préisément l'algorithme desk-moyennes, est appliquée ave suès dans ertains travaux portant sur l'analysede programmes. En guise d'illustration, nous présentons dans la partie suivante ladémarhe mise en ÷uvre par Brad Calder et al. dans l'identi�ation des phases deprogrammes et des points de simulation [41, 73℄. Cette identi�ation est basée surla déomposition du programme en veteurs de blos de bases (BBV) et se déroulebrièvement omme suit.Dé�nition 2.3.3 Un blo de base est une portion de ode ave une seule entrée etune seule sortie, s'exéutant du début à la �n sans auun branhement.On divise le temps d'exéution du programme en intervalles de taille �xée (unintervalle doit être ompris ii omme un ensemble d'instrutions). Pour haun dees intervalles, on onstruit un veteur de blos de base (BBV), 'est à dire un ta-bleau à n entrées, n étant le nombre de blos de base du programme entier. Chaque



34 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉESentrée du veteur indique la fréquene d'exéution du blo de base orrespondant,i.e le nombre d'exéutions de e blo multiplié par le nombre d'instrutions qu'ilontient.Etant donné que la distribution des blos de base pendant un intervalle estune indiation du omportement du programme, on dit que deux BBV similairesorrespondent à deux intervalles durant lesquels le omportement du programmeest identique. Dans e ontexte préis, une phase se dé�nit omme un ensembled'intervalles, ontigus ou non, durant lesquels une métrique est stable. Par onsé-quent, deux BBV similaires orrespondent à deux intervalles faisant partie d'unemême phase du programme.Dans es travaux, l'index de similarité utilisé entre deux veteurs est la distaneeulidienne, et les distanes sont stokées dans une matrie de similarité. Une foisl'algorithme de lassi�ation appliqué sur les BBV, on obtient un regroupementdes intervalles en k lasses, orrespondant aux phases du programme.La séletion initiale de k (nombre de lasses) se faisant aléatoirement, on testeplusieurs valeurs de k, et on retient à la �n la valeur qui donne le meilleur ritèred'information de Bayes (BIC) [68℄.Cet exemple montre bien omment on peut utiliser le lustering pour l'analysedes traes, quoique l'algorithme utilisé relève davantage des méthodes statistiquesde lassi�ation plut�t que des méthodes neuronnales ou autres. Pour notre part,dans l'appliation de e type de méthodes, nous avons été onfrontés à une limita-tion située dans le format ou la struture des éléments à lassi�er.En e�et, les éléments des traes que nous traitons sont des salaires et pas desveteurs. Nous avons tout de même essayé de reformater les traes, en rajoutant desattributs (dimensions supplémentaires) à haque observation pour les transformeren veteurs. Comme attribut supplémentaire, il y a par exemple la position de l'élé-ment dans la trae. Mais la notion de proximité reste assez malaisée à dé�nir danse as : deux valeurs identiques séparées par plusieurs observations vont apparaîtreplus ou moins distantes, à ause du nombre d'observations qui les séparent, et nesont don plus trouvées identiques en raison de leur valeur proprement dite.Bien que des méthodes de lassi�ation di�érentes omme les méthodes neuron-nales n'aient pas pu être testées, nous pouvons tout de même faire remarquer quela néessité de dé�nir un index de proximité approprié, requis pour la réalloationdynamique, onstitue une di�ulté onsidérable pour le as de nos traes. D'autrepart, en se limitant juste à un regroupement des éléments de la trae ('est à direaux lusters résultants), on n'obtient pas de fontion représentative de la traeanalysée, et dans es onditions, on n'atteint pas l'objetif d'analyses ultérieuresdont le but est de transformer ou optimiser le programme de départ.



2.4. LES SÉRIES TEMPORELLES 35C'est pourquoi nous avons reherhé d'autres tehniques d'analyse, qui puissentopérer sur des données entières et salaires. Ces données, étant des suites d'obser-vations reueillies suessivement au ours du temps, s'apparentent assez aux sérieshronologiques enore appelées séries temporelles.2.4 Les séries temporelles2.4.1 PrésentationLa démarhe qui onsiste à extraire d'un ensemble de données e qui est re-produtible et peut fonder une prédition est une démarhe assez largement répan-due ; 'est ainsi qu'on la retrouve dans des domaines aussi variés que la géographie,l'éonomie, la limatologie, la démographie, et. Le plus souvent, es données enquestion sont des observations suessives réalisées au ours du temps, et onsti-tuent une série temporelle [20, 42℄.Dé�nition 2.4.1 Une série temporelle est une suite d'observations (xt, t ∈ T )d'une variable x à di�érentes dates t. T est dénombrable et t = 1, . . . , T .En guise d'exemples, nous pouvons iter la série temporelle des orbites des pla-nètes : grâe aux nombreuses données préises reueillies sur les orbites, JohannesKepler a pu formuler la loi du mouvement des planètes qui porte son nom. Les éo-nomistes pour leur part utilisent les séries temporelles de prix, de taux d'intérêts etde masse monétaire pour étudier les "yles d'a�aires", les �utuations d'ativitésommeriales, et, et déterminer la périodiité des rises ommeriales. Dans le do-maine de l'industrie, la série temporelle de onsommation életrique d'une soiétépermet, onnaissant la onsommation pour une période donnée, de prédire elle dujour suivant.2.4.2 ObjetifsL'étude des séries temporelles s'intéresse don à la dynamique d'une variableobservée, ave notamment trois objetifs majeurs qui sont la modélisation, la pré-dition et la aratérisation [15℄ :� la modélisation herhe à trouver une desription préise du omportementà long terme de la variable observée. Elle peut se faire sous forme desriptiveen identi�ant les omposantes de la série, ou alors se baser sur la notion deproessus stohastique ;



36 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉES� la prédition herhe à évaluer préisément l'évolution à ourt terme de lavariable observée en fontion de ses valeurs passées, partant de l'hypothèseque le futur sera omme le passé ;� la aratérisation a omme objetif de déterminer les propriétés fondamen-tales du système sous-jaent.En rapport ave l'analyse des traes d'exéution, 'est l'objetif de modélisationqui se trouve être le plus intéressant. Cette modélisation des séries temporelles peutêtre abordée soit par une approhe desriptive, soit par un approhe basée sur lesproessus aléatoires [42℄.2.4.3 Approhe desriptiveElle onsiste à mettre en lumière les di�érentes omposantes de la série.Composantes d'une série temporelleCe sont la tendane, le yle, la saisonnalité et le bruit (omposante aiden-telle). Elles apparaissent dans la déomposition de la manière suivante :
xt = Tt + Ct + St + ut (2.11)� Tt est la omposante tendanielle. Elle représente une variation lente de lasérie dans un sens donné et orrespond le plus souvent à une fontion mono-tone roissante ou déroissante.� St est la omposante saisonnière ou périodique, elle orrespond à l'évolutionà ourt ou moyen terme de la série.� Ct est la omposante ylique, beauoup plus liée à la notion de "yle d'af-faires" en éonomie.� ut la omposante onjonturelle i.e. la partie purement aléatoire de la série,résultant des perturbations.On dit que la tendane et la saisonnalité expliquent l'espérane de la série,tandis que la omposante onjonturelle en exprime la variabilité (variane et o-variane). Les omposantes tendanielle et saisonnière doivent don être séparéespour permettre de mieux omprendre la série, et ensuite éliminées pour permettred'observer plus lairement le phénomène aléatoire sous-jaent.



2.5. CARACTÉRISTIQUES DES SÉRIES TEMPORELLES 37Identi�ation et élimination des omposantesLa détermination de la tendane se fait grâe aux méthodes de moyenne mobile,médiane mobile, regréssion linéaire (ajustement de la tendane). Pour l'éliminer,une fois qu'elle a été identi�ée on la soustrait à la série initiale et on a alors xt−Tt.On peut aussi utiliser les di�érenes d'ordre 1 ou plus. Soit ∆t l'opérateur dedi�érene. La di�érene d'ordre 1 orrespond à ∆t = xt − xt−1 et la di�érened'ordre 2 orrespond à
∆

′

t = ∆t − ∆t−1 = (xt − xt−1) − (xt−1 − xt−2) = xt − 2xt−1 + xt−2La omposante saisonnière pour sa part peut être modélisée analytiquementpar des fontions trigonométriques omme sin(wt + φ), si on pense que le modèleorrepond à une fontion périodique onnue. Elle peut aussi être diretement iden-ti�ée à la vue des oe�ients de orrélation, ar l'ordre de la valeur maximale de eoe�ient indique la longueur de la saison (période). En�n, la saisonnalité peut êtreidenti�ée à travers une analyse spetrale (onstrution du périodogramme). L'éli-mination de ette omposante se fait par soustration, ou en appliquant à la sérieun �ltre di�érene d'amplitude s, s étant la longueur de la saison : ∆ts = xt−xt−sL'approhe desriptive permet don d'identi�er les omposantes d'une sérietemporelle. Toutefois, outre es omposantes, il existe des aratéristiques permet-tant d'en appréhender la modélisation sous un autre aspet.2.5 Caratéristiques des séries temporellesAvant de donner les di�érentes aratéristiques d'une série temporelle, il estintéressant de noter le lien fondamental qui existe entre une série temporelle etun proessus stohastique. En e�et, la modélisation d'une série temporelle onsisteessentiellement à établir une formulation statistique représentant le proessus sto-hastique (inonnu) générateur de ladite série.2.5.1 Proessus stohastiquesDé�nition 2.5.1 Un proessus stohastique est une séquene de variables aléa-toires . . . X−2,X−1,X0,X1,X2, . . . ordonnées dans le temps et dé�nies à des pointsdu temps qui peuvent être disrets ou ontinus.D'après ette dé�nition, une série temporelle peut être assimilée à un proes-sus stohastique, à la di�érene près que les inférenes statistiques pour la sériesont basées sur un seul jet �ni de données (�nite streh data). Pour ette raison,les observations d'une série sont onsidérées omme des réalisations de variablesaléatoires d'un proessus stohastique générateur. Pour modéliser sa distribution(inonnue en pratique), on s'intéresse à sa distribution onditionnelle via sa densité
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f(xt|Xt−1), e qui revient à exprimer xt en fontion de ses valeurs passées.Ainsi, dans le traitement d'une série temporelle, l'identi�ation de la struturedu proessus stohastique générateur est une étape lef. Ces proessus peuventêtre de plusieurs natures, selon qu'on onsidère des modèles linéaires (ARMA pourAuto-Regressive et Moving Average), onditionnels (ARCH pour Auto-RegressiveConditional Heteroskedastiity), ou enore dynamiques (proessus de Markov).A�n de pouvoir déterminer es di�érentes strutures, il faut étudier les araté-ristiques de la série onsidérée.2.5.2 StationnaritéLa stationnarité est une notion fondamentale dans l'étude des séries tem-porelles, en l'absene de laquelle plusieurs méthodes d'inférene se trouveraientd'ailleurs invalidées.Dé�nition 2.5.2 (stationnarité de premier ordre)Une série temporelle xt est dite stritement stationnaire si le proessus stohastiqueassoié l'est aussi, i.e. la distribution onjointe de (Xt1 , . . . ,Xtk ) est identique àelle de (Xt1+h, . . . ,Xtk+h), quelque soit h, k ∈ N . En d'autres termes, la distri-bution onjointe des variables aléatoires dans la séquene est onstante pout toutdéalage de temps.En pratique, très peu de séries sont stationnaires et on dé�nit une stationna-rité de seond ordre, déterminée par les moments d'ordre un (espérane) et deux(variane et ovariane). Intuitivement, une série stationnaire est un mouvementqui �utue autour d'une valeur moyenne onstante.Dé�nition 2.5.3 Un proessus stohastique (Xt, t ∈ Z) est dit stationnaire d'ordredeux si� E(Xt) = m, m onstante, ∀t� E(|Xt|

2) < ∞, ∀t� COV (Xt,Xt+k) = E[(Xt − m)(Xt+k − m)] = γk, ∀t, ∀kCela revient à dire que les espéranes E(Xt) des variables Xt sont égales, lesmoments de seond ordre (et don les variables Xt) ne doivent pas prendre desvaleurs in�niment grandes, et la orrélation entre deux variables Xt et Xt+k) nedépend que de l'intervalle k entre leurs instants respetifs. La stationnarité est unearatéristique qui se onserve par ombinaison linéaire.



2.6. MODÉLISATION ARMA 39Propriété 2.5.1 Si Xt est un proessus stationnaire et si ai est une suite denombres réels absolument sommables i.e ∑∞
i=−∞ |ai| < ∞, alors le proessus li-néaire Yt suivant est stationnaire

Yt =

∞
∑

i=−∞

aiXt−i2.5.3 AutoovarianeSoit (Xt, t ∈ Z) un proessus stohastique. La fontion d'autoovariane de Xtpour deux instants r et s est la ovariane des variables Xr et Xs notée γ(r, s) =
COV (Xr,Xs). Pour la série xt, ette fontion est donnée empiriquement par

γk =

∑n−k
t=1 (xt − m)(xt+k − m)

n − k
, k ∈ Z (2.12)où n est le nombre d'observations de la série et m sa moyenne.2.5.4 AutoorrélationPour failiter l'interprétation de l'autoovariane, on utilise la fontion d'auto-orrélation, qui indique le degré de relation entre une série et elle même déaléedans le temps ; pour la série xt et pour un déalage k, ette fontion est donnéepar

ρk =
γk

γ0
= Cor(xt+k, xt), k ∈ Z (2.13)Il existe aussi une fontion d'autoorrélation partielle notée τk et dé�nie ommesuit.Dé�nition 2.5.4 On appelle oe�ient d'autoorrélation partielle de retard k lamesure de la orrélation direte qui existe entre xt et xt−k une fois éliminées lesin�uenes de xt−1, xt−2, . . . , xt−k+1 sur xt.Le traé de la fontion d'autoorrélation représente le orrélogramme, lequelpermet entre autres de déeler la présene de la omposante saisonnière ou pé-riodiité (voir �gure 2.3), et aussi d'identi�er les di�érents modèles linéaires desproessus. Dans la suite nous nous limiterons à es modèles linéaires des sériestemporelles, appelés ARMA.2.6 Modélisation ARMAUn proessus ARMA est omposé de deux proessus de type AR (AutoRe-gressive) et MA (Moving Average) respetivement, haun faisant intervenir unproessus partiulier appelé bruit blan.
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Fig. 2.3 � Corrélogramme indiquant une périodiité de longueur 12Dé�nition 2.6.1 Un bruit blan est un proessus dont les espéranes sont nulles,les varianes onstantes et les variables non autoorrélées.Etant donné qu'on ne sait pas grand-hose de la loi de distribution de es variablesaléatoires, on hoisit de dire qu'elles sont indépendantes et identiquement distri-buées. Pour une ériture simpli�ée des proessus ARMA, on dé�nit l'opérateurretard noté L par :
Lxt = xt−1 (2.14)

L2xt = L(Lxt) = L(xt−1) = xt−2 (2.15)
Lnxt = xt−n, n ∈ Z (2.16)2.6.1 Proessus MAUn proessus (Xt, t ∈ Z) suit un modèle MA d'ordre q s'il véri�e une relationdu type :

Xt = ǫt − θ1ǫt−1 − θ2ǫt−2 − . . . − θqǫt−q (2.17)ave θ1, θ2, . . . θq ∈ R, ǫt est un bruit blan. Un proessus MA(q) est stationnairepar dé�nition, ar 'est un as partiulier de proessus MA(∞) qui sont des sérieslinéaires ausales, et don stationnaires d'après la propriété 2.5.1. Ave l'opérateurretard, un MA(q) sérit
Xt = (1 − θ1L − θ2L

2 − . . . − θqL
q)ǫt = Θ(L)ǫt (2.18)



2.6. MODÉLISATION ARMA 41Proessus MA(1)
Xt = ǫt − θǫt−1 (2.19)Le oe�ient d'autoorrélation est

ρk =

{

−θ
1+θ2 si k = 1

0 si k > 1
(2.20)Le oe�ient d'autoorrélation partielle est donné par

τk =
−θk(1 − θ2)

1 − θ2(k+1)
(2.21)CorrélogrammeLe orrélogramme partiel d'un proessus MA(q) se aratérise par une dérois-sane géométrique de ses termes vers 0, tandis que son orrélogramme simple s'an-nule au delà des q premiers termes.2.6.2 Proessus ARUn proessus (Xt, t ∈ Z) suit un modèle AR d'ordre p s'il véri�e une relationdu type

Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + . . . + φpXt−p + ǫt (2.22)où φ1, φ2, . . . φp ∈ R, ǫt est un bruit blan. Un proessus AR(p) peut être trans-formé en MA(∞) sous ertaines onditions, et est stationnaire dans es as là. Lastationnarité repose ii sur l'invertibilité du polyn�me retard, étant donné que
(1 − φ1L − φ2L

2 − . . . − φpL
p)Xt = Φ(L)Xt = ǫt (2.23)L'équation aratéristique assoiée à Φ(L) est 1− φ1z − φ2z

2 − . . . − φpz
p = 0et Φ(L) est inversible si les modules des raines de ette équation sont supérieursà 1.Proessus AR(1)

Xt = φXt−1 + ǫt (2.24)On peut enore érire Xt − φLXt = (1 − φL)Xt = ǫt.Considérons la série de terme général (φL)n, n ∈ N . On a la propriété
∞
∑

i=0

φiLi =
1

1 − φL



42 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉESsi −1 < φ < 1. Dans e as l'AR(1) s'érit
Xt =

∞
∑

i=0

φiǫt−iet le proessus est stationnaire.Si |φ| = 1 le proessus est non stationnaire et ses variations Xt − Xt−1 sontimprévisibles : e proessus est appelé marhe aléatoire.Si |φ| > 1 le proessus est explosif.CorrélogrammeDe manière générale, le orrélogramme d'un proessus AR(p) se aratérise parune déroissane géométrique de ses termes vers 0, tandis que son orrélogrammepartiel s'annule au delà des p premiers termes, e qui est le ontraire pour un
MA(q).2.6.3 Proessus ARMAUn proessus ARMA(p, q) est la ombinaison d'un proessus AR(p) et d'unproessus MA(q). Il se note

Φ(L)Xt = Θ(L)ǫtLes proessus ARMA sont représentatifs des séries stationnaires, mais il en existeplusieurs séries qui ne sont pas stationnaires.2.6.4 Proessus ARIMAUn proessus ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average) résulte del'appliation de la non stationnarité au proessus ARMA. Cette non stationnaritépeut provenir de la présene d'une tendane ou d'une omposante saisonnière.Dans le premier as, on a xt = f(t) + zt, où f(t) est une fontion du temps et
zt un proessus stohastique stationnaire. On dit alors que la série est stationnaireen tendane, de type TS.Dans le seond, la série s'érit(1 − L)dxt = β + ǫt, ǫt étant un proessus sta-tionnaire et β ∈ R. On dit qu'elle est intégrée d'ordre d ou enore stationnaire endi�érene(DS). Ce proessus suit don un modèle ARIMA et d est appelé l'ordrede di�érentiation.De manière générale on note (1 − L)d(1 − Ls)Φ(L)Xt = Θ(L)ǫt un proessusintégré de type ARIMA(s, p, d, q), s étant l'ordre de la saisonnalité.



2.7. ETAPES DE LA MODÉLISATION 432.7 Etapes de la modélisationLa modélisation d'une série temporelle basée sur la notion de proessus om-porte plusieurs étapes. Celles-i onsistent à déterminer, dans la famille des pro-essus ARIMA, le modèle le plus représentatif du phénomène exprimé par la sérieétudiée. L'algorithme le plus utilisé est elui de Box et Jenkins [15℄ qui, dans lesannées 70, ont proposé une modélisation en trois étapes prinipales :a) Identi�ation du modèle� on hoisit la valeur de d pour la désaisonnalisation, i.e le nombre de foisqu'il faut di�érenier la série pour obtenir une série stationnaire. On utilisepour ela des test de stationnarité type Dikey-Fuller [32℄, et la leture desautoorrélogrammes ;� on hoisit les valeurs de p et q, ordres respetifs des omposantes AR etMA, en respetant le prinipe de parimonie.b) Estimation des paramètres du modèle à l'aide des méthodes statistiques (moindresarrés, maximum de vraisemblane, et), on estime les paramètres φi et θides omposantes AR et MA respetivement.) Test et validation� on e�etue des tests d'hypothèse portant sur la nullité ou la signi�ativitédes oe�ients estimés préédemment ;� on analyse les résidus pour valider l'hypothèse de bruit blan (tests Q,Q′[16, 60℄).Si l'hypothèse de nullité d'un paramètre est aeptée, il onvient d'invaliderl'ordre orrespondant et d'e�etuer une nouvelle estimation. Si les résidus nesont pas bruit blan, on déduit que la spéi�ation du modèle est inomplèteet qu'il manque au moins un ordre au proessus.Cette dernière étape (test et validation) peut néessiter un retour à la première(identi�ation), et ainsi de suite.2.8 Appliation de l'analyse des séries tempo-relles à l'analyse des traes2.8.1 Exemples d'appliationNous avons étudié ertains aès mémoire du programme Tsp (Traveling Sales-man Problem) issu des olden benhmarks [19, 70℄, qui alule une approximationdu meilleur iruit hamiltonien pour le problème du voyageur de ommere ; e pro-gramme utilise un algorithme de partitionnement et une heuristique pour identi�erles points les plus rapprohés, et les villes à parourir sont représentées par un arbrebinaire balané [9, 50℄. Pendant que le programme s'exéute, nous enregistrons dans



44 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉESun �hier l'ensemble des emplaements mémoires visités. Nous présentons ii lesrésultats obtenus pour n = 148 et n = 530, n étant le nombre de noeuds de l'arbredes villes. Les traes ont été analysées sous TSP (Time Series Proessing), qui estentre autres un logiiel de traitement de séries temporelles [3℄.Exemple 1 : n = 148Remarque 2.8.1 Ave le logiiel TSP utilisé, la leture du graphique d'un orré-logramme s'e�etue omme suit :� les signes + + délimitent les bornes d'un intervalle de on�ane ; haqueoe�ient à l'extérieur de es intervalles est don signi�ativement di�érentde 0 au seuil de 5%, et tous les oe�ients à l'intérieur des intervalles sontsigni�ativement nuls ;� les nombres listés à gauhe des orrélogrammes représentent les ordres d'au-toorrélation, tandis que eux de droite représentent les valeurs alulées duoe�ient d'autoorrélation ;� les signes R orrespondent à ρ(k), valeur d'autoorrélation pour un ordre kdonné.Dans e premier exemple, la série étudiée omporte 255 observations. Son or-rélogramme simple présente une lente déroissane vers 0 tandis que son orrélo-gramme partiel s'annule au delà du premier retard, omme on peut le voir sur lesgraphiques suivants.-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|1 | + | + R | 0.974822 | + R + | -0.00333563 | + |R + | 0.0381574 | + R| + | -0.0421385 | + R + | -0.00295706 | + |R + | 0.0320367 | + |R + | 0.0513398 | +R | + | -0.0828179 | + R + | -0.006241110 | + R + | 0.015251|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00Exemple 1 : Corrélogramme partiel



2.8. APPLICATION À L'ANALYSE DES TRACES 45-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|1 | + | + R | 0.964052 | + | + R | 0.940153 | + | + R | 0.923774 | + | + R | 0.908725 | + | + R | 0.895336 | + | + R | 0.884187 | + | + R | 0.874918 | + | + R | 0.862559 | + | + R | 0.8504110 | + | + R | 0.8391911 | + | + R | 0.8273312 | + | + R | 0.8159413 | + | + R | 0.8044014 | + | + R | 0.7945815 | + | + R | 0.7868516 | + | + R | 0.7743117 | + | + R | 0.7617218 | + | + R | 0.7504619 | + | + R | 0.7384620 | + | + R | 0.7252521 | + | +R | 0.7141122 | + | +R | 0.7040323 | + | R | 0.6923224 | + | R | 0.6815825 | + | R+ | 0.67026|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00Exemple 1 : Corrélogramme simple pour 255 observations (trae Tsp)
Il pourrait s'agir bien d'un modèle AR(1), seulement la déroissane des au-toorrélations simples n'est pas très rapide. Pour en savoir plus, on utilise unestratégie de tests de stationnarité [32℄ onsistant à tester les trois modèles suivants :



46 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉES
(1) : V ARt − V ARt−1 = φV ARt−1 + ǫt (2.25)
(2) : V ARt − V ARt−1 = φV ARt−1 + c + ǫt (2.26)
(3) : V ARt − V ARt−1 = φV ARt−1 + c + bt + ǫt (2.27)où V AR est la série étudiée, c une onstante et b le oe�ient de la tendane. Onommene par tester le modèle 3, i.e. l'hypothèse de la non stationnarité (φ = 0),ave présene d'une onstante et d'une tendane.Propriété 2.8.1 Lors d'un test d'hypothèse H0 de non stationnarité par la mé-thode de Dikey-Fuller, il faut omparer la statistique de φ aux valeurs tabuléesorrespondant au modèle testé ; si ette statistique tφ est supérieure à la valeurtabulée, alors on aepte H0, sinon on la rejette.Pour le modèle 3 testé on obient les résultats suivants :Estimated StandardVariable Coeffiient Error t-statisti P-valueTPS .021974 .067462 .325719 [.745℄C 3.02017 2.08691 1.44720 [.149℄VAR(-1) -.046050 .067462 -.682606 [.495℄DICKEY-FULLER(CT,ASY.,0) Test Statisti: -0.6826058,Lower tail area: .97427On ompare tφ à la valeur tabulée par Dikey et Fuller [37℄ au seuil de 5% pourle modèle 3, elle vaut −3.42. Comme tφ = −0.682606 est supérieure à −3.42, onaepte l'hypothèse de raine unitaire : la série est non stationnaire. Pour validerqu'elle suit bien le modèle ave tendane, on e�etue un test de Fisher ((c, 0, 0))pour la nullité de b onditionnelle à elle de φ. On trouve :Estimated StandardVariable Coeffiient Error t-statisti P-valueC -.027559 1.03480 -.026632 [.979℄F(2,251) Test Statisti: 1.574162, Upper tail area: .20922Propriété 2.8.2 Lors d'un test onjoint de Fisher pour la nullité de b ou de conditionnelle à elle de φ, il faut omparer la statistique de F aux valeurs tabuléespar Dikey et Fuller, orrespondant au as testé ((c, 0, 0) ou (0, 0)) ; si ette sta-tistique est inférieure à la valeur tabulée, alors on aepte l'hypothèse, sinon on larejette.



2.8. APPLICATION À L'ANALYSE DES TRACES 47On ompare la statistique 1.574162 au seuil tabulé pour les tests onjoints,qui vaut 6, 30. Comme la statistique alulée est inférieure au seuil, on aeptel'hypothèse de nullité de b onditionnelle à elle de φ, e qui a pour onséquened'invalider le modèle 3 testé. On doit reommener le test sur le modèle 2, et onobtient e qui suit.Estimated StandardVariable Coeffiient Error t-statisti P-valueC 3.10386 2.06736 1.50136 [.135℄VAR(-1) -.024560 .014056 -1.74730 [.082℄DICKEY-FULLER(CT,ASY.,0) Test Statisti: -1.747301,Lower tail area: .72960On ompare tφ = −1.747301 à la valeur tabulée pour e modèle (−2, 87) et onaepte l'hypothèse de non stationnarité. On herhe à valider le modèle par untest de Fisher ((0, 0)) sur la nullité de c onditionnelle à elle de φ, e qui revientii à un test de Wald sur la nullité jointe de tous les paramètres du modèle 2. Ontrouve :Parameter Estimate Error t-statisti P-valueSUM 3.07930 2.05519 1.49830 [.134℄Wald Test for the Hypothesis that the given set of Parametersare jointly zero:CHISQ(1) = 2.2449159 ; P-value = 0.13405F Test for the Hypothesis that the given set of Parametersare jointly zero:F(1,252) = 2.2449159 ; P-value = 0.13531Comme la valeur de F = 2, 2449159 inférieure à la valeur tabulée pour e test(4, 61), on aepte l'hypothèse de nullité de c onditionnelle à elle de φ, e quiinvalide le modèle 2. On teste le modèle 1.Estimated StandardVariable Coeffiient Error t-statisti P-valueVAR(-1) -.626627E-02 .702462E-02 -.892044 [.373℄DICKEY-FULLER(CT,ASY.,0) Test Statisti: -0.8920441,Lower tail area: .95700



48 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉESOn ompare tφ = −0.8920441 à la valeur tabulée pour e modèle (−1, 95)et on aepte l'hypothèse de non stationnarité, e qui veut dire que φ = 0 dansl'expression V ARt − V ARt−1 = φV ARt−1 + ǫt. On déduit alors que la série estintégrée d'ordre 1 (ARIMA(0,1,0)), sans onstante ni tendane. On le véri�e enanalysant les résidus, et leurs orrélogrammes montrent qu'il s'agit bien de bruitsblans.L'estimation par les moindres arrés de la série V ARt nous donne un résultatonforme à l'analyse préédente :Estimated StandardVariable Coeffiient Error t-statisti P-valueVAR(-1) .993734 .702462E-02 141.464 [.000℄Exemple 2 : n = 530La série ii omporte 1020 observations. Le orrélogramme simple laisse ap-paraître la présene d'une forte tendane, e qui se voit aux valeurs élevées desautoorrélations sur plusieurs ordres.
-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|1 | + | + R | 0.997282 | + | + R | 0.212063 | + | + R | 0.191194 | + | +R | 0.115835 | + | +R | 0.109236 | + | +R | 0.118377 | + | +R | 0.130188 | + |R+ | 0.0357389 | + |R+ | 0.05410510 | + |R+ | 0.057369|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00Exemple 2 : Corrélogramme partiel



2.8. APPLICATION À L'ANALYSE DES TRACES 49-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|1 | + | + R | 0.995492 | + | + R | 0.991753 | + | + R | 0.988524 | + | + R | 0.985345 | + | + R | 0.982286 | + | + R | 0.979387 | + | + R | 0.976648 | + | + R | 0.973609 | + | + R | 0.9706010 | + | + R | 0.9676911 | + | + R | 0.9647112 | + | + R | 0.9617713 | + | + R | 0.9588514 | + | + R | 0.9560715 | + | + R | 0.9534616 | + | + R | 0.9503617 | + | + R | 0.9473018 | + | + R | 0.9443819 | + | + R | 0.9413820 | + | + R | 0.93831|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00Exemple 2 : Corrélogramme simple d'une trae de 1020 observationsOn proède aux tests de non stationnarité pour véri�er ette intuition de dé-part, en ommençant toujours par le modèle 3. On obtient les résultats suivants :Estimated StandardVariable Coeffiient Error t-statisti P-valueTPS .477046 .029425 16.2123 [.000℄C 1.80683 1.21653 1.48523 [.138℄VAR(-1) -.478423 .029349 -16.3010 [.000℄DICKEY-FULLER(CT,ASY.,0) Test Statisti: -16.30096,Lower tail area: .00000



50 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉESComme −16.30096 (la statistique du oe�ient φ) est inférieure à la valeurtabulée qui vaut−3.41 au seuil de 5% pour 1020 observations, on rejette l'hypothèsede raine unitaire. On e�etue ensuite un test simple de Student pour la nullité de
b. La statistique |16.2123| étant supérieure à 1.96, on rejette l'hypothèse de nullitéde b. Par onséquent, il existe bien une tendane dans la série et elle est donde type TS. On estime ette tendane par la méthode des moindres arrés et ontrouve : Estimated StandardVariable Coeffiient Error t-statisti P-valueTPS .998679 .236076E-02 423.034 [.000℄C 2.16870 1.39195 1.55804 [.120℄La valeur de c n'est pas signi�ative (|1.55804| < 1.96). Après extration de latendane, on obtient les orrélogrammes i-dessous.-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|1 | + | + R | 0.454612 | + | + R | 0.177823 | + | R | 0.0601504 | + R + | -0.0181535 | +R| + | -0.0591806 | +R| + | -0.0577087 | + R + | -0.0194938 | +R| + | -0.0377009 | +R| + | -0.04963410 | +R| + | -0.04529411 | +R| + | -0.05384212 | +R| + | -0.05563713 | +R| + | -0.05936414 | +R| + | -0.02797515 | + |R+ | 0.04804316 | + R + | 0.01788917 | + R + | -0.008015318 | + R + | -0.003807119 | + R + | -0.01560020 | +R| + | -0.057674|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00Corrélogramme simple



2.9. DISCUSSION ET CONCLUSION 51-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|1 | + | + R | 0.485692 | +R| + | -0.0386113 | + R + | -0.00723104 | +R| + | -0.0503395 | +R| + | -0.0389026 | + R + | -0.00994767 | + |R+ | 0.0268058 | +R| + | -0.0518029 | +R| + | -0.02755210 | + R + | -0.015300|-+---------+---------+----0----+---------+---------+-|-1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00Corrélogramme partielOn onlut que la série diminuée de la tendane est don stationnaire de type
AR(1) , et s'érit RSt = V ARt − αt = 0.532135RSt−1 + ǫt2.9 Disussion et onlusionEn onsidérant les traes de programmes omme des réalisations de variablesaléatoires d'un proessus stohastique, il est possible de les modéliser suivant l'ap-prohe des séries temporelles. Nous avons montré sur deux exemples omment yparvenir, et les informations obtenues peuvent s'avérer pertinentes. Par exemple,lorsque nous avons traité la trae ave n = 148 à la reherhe de motifs symbolique-ment onstants et répétitifs [25℄, il nous a fallu auparavant di�érenier les donnéespour voir apparaître un aratère régulier. Or l'analyse de ette trae par la mé-thode des séries temporelles onlut e�etivement qu'il s'agit d'une série intégréed'ordre 1. Par onséquent, il serait bien possible d'exploiter les informations issuesde e type d'analyse, en amont pour d'autres méthodes d'analyse ou d'autres typesde reherhe. Cela s'illustre enore plus lairement par les travaux dérits dans [77℄.Toutefois, le proessus de modélisation demeure assez omplexe. En outre, lesestimations e�etuées tout au long de e proessus fournissent en sortie des va-leurs réelles (et non entières), dont la réutilisation onduit seulement à des valeursapprohées de la trae initiale. Nous avons aussi noté l'émergene d'autres typesd'approhes [22, 59℄ qui herhent à appliquer les méthodes du Data mining àl'identi�ation des motifs dans les séries temporelles.



52 CHAPITRE 2. TECHNIQUES D'ANALYSE DE DONNÉESDe manière générale, les résultats obtenus ne se prêtent pas aisément à unereprésentation synthétisée de la trae, e qui aurait pourtant eu omme avantagede permettre de mieux saisir le omportement des programmes analysés et d'endéduire des transformations optimisantes.Dans le hapitre suivant nous introduisons une méthode d'interpolation ditepériodique-linéaire qui, grâe à la ombinaison de di�érents fateurs, répond à e be-soin d'expressivité, de larté et de �exibilité d'utilisation pour l'analyse des traes.



Chapitre 3Le modèle périodique-linéaire
3.1 MotivationsAinsi que nous l'avons dit en introdution, les méthodes d'analyse statique ontune portée limitée par les strutures de ontr�le et de données pouvant être analy-sées, et plus généralement par les informations onnues, ou déduites de l'analyse, àpartir du ode soure d'un programme. Ces méthodes statiques, telles que le modèlepolyédrique, o�rent pourtant un environnement rihe permettant de nombreusesanalyses et transformations de programmes exates et symboliques. Par onséquentil serait bien dommage de ne pas pouvoir pro�ter de leurs possibilités dans le adrede l'analyse d'informations extraites au ours des exéutions de programme.D'autre part, l'analyse dynamique révèle une extrême variabilité du ompor-tement des programmes au ours de leur exéution, mais aussi une périodiitéintéressante qui reste identique lorsqu'on onsidère plusieurs métriques di�érentes[34, 74, 71℄. Pour identi�er les lieux ou les régions où se produisent es régularités,on se sert habituellement de la trae d'exéution, et le traitement qu'on y appliquetient ompte de la nature des informations qu'elle ontient : veteurs de blos debase (BBV), ensembles de travail (instrution working set), valeurs salaires, et.L'analyse de traes d'exéutions onsiste lassiquement à appliquer des mé-thodes et modèles généraux en analyse de données, telles que les méthodes de las-si�ation rappelées au hapitre 2, ou les méthodes d'interpolation ou de régressionmathématiques standards. Le pouvoir d'expressivité des modèles ainsi onstruitsest lui-même assez général, soit donnant peu d'informations utiles, soit n'ouvrantpas diretement vers des transformations optimisantes de ode.La solution que nous proposons et qui a été publiée dans [24℄ onsiste à exprimerle omportement à l'exéution d'un programme par un autre programme, qui n'ex-prime don pas la fontionnalité, "le pourquoi", mais la manière, "le omment".Les langages informatiques o�rent un pouvoir d'expressivité où la fontionnalité53



54 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREpeut être transposée au omportement. Et par la suite, une analyse "statique" duprogramme représentant le omportement permet d'obtenir des informations adap-tées aux objetifs, plus préisément qu'ave des méthodes générales d'analyse dedonnées.Dans e travail, nous développons ette approhe en représentant une traed'exéution par des séquenes de nids de boules dans lesquelles les instrutions desboules les plus internes sont des fontions exprimant les valeurs de la trae d'entréeà partir des indies de boules. Les bornes des boules sont soit des onstantes, soitdes fontions a�nes des indies de boules. Cette représentation en programmesde boules est ensuite analysée via le modèle polyèdrique d'analyse statique.Dans toute la suite, une phase de programme orrespond à un omportementpériodique-linéaire onstant. Chaque boule orrespond à une phase, une phaseétant elle-même un ensemble d'intervalles dépendants les uns des autres, identi-�és à travers une méthode d'interpolation périodique-linéaire. Les boules étantimbriquées, elles-i dé�nissent également une hiérarhie de phases.3.2 Interpolation polynomialeL'interpolation polynomiale lassique de n + 1 points alule le polyn�me dedegré au plus égal à n qui passe exatement par haun de es points. C'est unefontion alulable, mais également omplexe du fait de son degré, et di�ilementexploitable dans notre ontexte.Exemple 3.2.1 Soit une suite de valeurs [3, 3, 7, 13, 11, 23, 15, 33, 19, 43, 23], ob-servées aux instants x = 0, 1, . . . , 10 respetivement. La fontion polynomiale d'in-terpolation de ette suite est donnée par
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x + 3On voit bien que d'un point de vue informationnel ette fontion n'est pas trèsexpressive, en partiulier au sujet d'une possible périodiité de la suite traitée ; etteremarque s'étend d'ailleurs à toutes les fontions d'interpolation polynomiales engénéral. Par ontre, si l'on observe tour à tour les éléments dont les absisses sontdistantes de 2 dans la suite de départ, on s'aperçoit que tous es termes sont liéspar la relation [2, 5]x + [3,−2] (2x + 3 si x est pair et 5x − 2 sinon), e qui laisselairement apparaître la périodiité de ette suite qui est de 2, et une relationlinéaire entre termes distants de 2. C'est pourquoi, au lieu d'une interpolationpolynomiale omplexe et peu expressive, nous hoisissons d'e�etuer sur les traesune interpolation linéaire et périodique, dont la desription suit.



3.3. INTERPOLATION PÉRIODIQUE-LINÉAIRE 553.3 Interpolation périodique-linéaireEn se restreignant aux polyn�mes de degré 1, une interpolation linéaire assureque les résultats soient simples, failes à manipuler et à déployer. La périodiitédu polyn�me, pour sa part, permet de saisir et d'expliiter le aratère répétitifpouvant exister dans une suite. Pour déployer une telle interpolation périodiqueet linéaire, on fait intervenir des fontions a�nes partiulières appelées fontionspériodiques.3.3.1 Fontion périodiqueOn dé�nit auparavant e qu'est un nombre périodique.Dé�nition 3.3.1 Un nombre périodique est une suite �nie de n valeurs numé-riques [a1, a2, ..., an]y, dont la valeur orrespond à elle dont le rang est donné par
y mod n, y ∈ N, i.e.

[a1, a2, ..., an]y =















a1 si y mod n = 0
a2 si y mod n = 1
... ...
an si y mod n = n − 1Le nombre de valeurs ontenues dans un nombre périodique est appelé sa période.Ainsi le nombre [a1, a2, ..., an]y est de période n. Dans la pratique, le domaine dedé�nition de l'indie y est un sous-ensemble �ni de N, e qui permet de limiter lesrépétitions des termes du nombre périodique. Pour une présentation plus détailléedes nombres périodiques on peut se référer à [61℄.On a aussi la propriété suivante, qui donne quelques opérations entre deuxpériodiques ou entre un périodique et un salaire.Propriété 3.3.1 Soit λ un salaire, a et b deux nombres périodiques de période n.On a :

λ = [λ, λ, ..., λ]t,∀t, t �xé
λa = aλ = [λa1, λa2, ..., λan]

a + b = [a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn]On peut à présent dé�nir une fontion périodique de la manière suivante.Dé�nition 3.3.2 Une fontion périodique f est une fontion a�ne de la forme
f(x) = ax + b, où les oe�ients a et b sont des nombres périodiques.Pour e�etuer des opérations sur des fontions périodiques, on doit réduire leursoe�ients périodiques à la même période, e qui peut toujours se faire en utilisantle plus petit ommun multiple (ppm) des périodes respetives des oe�ients.



56 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIRE3.3.2 Somme de fontions périodiquesSoient f et g deux fontions périodiques de période m et n respetivement,telles que
f(x) = [a1, a2, ..., am]x + [b1, b2, ..., bm]

g(x) = [a′1, a
′
2, ..., a

′
n]x + [b′1, b

′
2, ..., b

′
n]On désire aluler (f + g)(x). Pour ela, on doit ramener les nombres pério-diques a, b, a′, b′ à la même période p = ppcm(m,n) de manière à e que f(x) =

[s1, s2, ..., sp]x + [b1, b2, ..., bp] et g(x) = [s′1, s
′
2, ..., s

′
p]x + [b′1, b

′
2, ..., b

′
p]. On proèdeomme suit :� on onstitue b (respetivement b′), qui est égal aux p premières valeurs de

f(x) (respetivement g(x)), soient f(0), . . . , f(p − 1) ;� on onstitue s grâe aux valeurs de a, multipliées par ppcm(m,n)/m et ré-pétées ppcm(m,n)/m − 1 fois ;� de même, le nombre périodique s′ est onstitué des valeurs de a′, multipliéespar ppcm(m,n)/n et répétées ppcm(m,n)/n − 1 fois.Finalement on obtient :
(f + g)(x) = [s1 + s′1, s2 + s′2, ..., sp + s′p]x + [b1 + b′1, b2 + b′2, ..., bp + b′p]Grâe aux fontions périodiques et aux opérations présentées i-dessus, nouspouvons dérire l'interpolation périodique.3.3.3 Interpolation périodique-linéaireSoit une suite S de m valeurs. L'interpolation périodique-linéaire onsiste àdéomposer la suite S en intervalles suessifs disjoints tels que tout élément eij setrouvant à la position j d'un intervalle i soit linéairement dépendant de l'élément

ei−1,j de l'intervalle préédent, 'est à dire eij = ei−1,j + aj , ave aj onstant (voir�gure 3.1).La fontion périodique résultante est de la forme f(x) = ax + b, et le nombred'éléments dans haque intervalle orrespond au plus petit ommun multiple despériodes des oe�ients a et b. On le note p. L'ensemble des valeurs possibles de pest égal à {1, 2, . . . ,m/3}, a�n d'éviter le as trivial p = m/2 et don d'interpolerau minimum trois points de la trae.A priori, on ne onnaît pas la valeur de p pour laquelle il existe une dépendanelinéaire entre intervalles suessifs. Cependant, on sait que la fontion d'autoor-rélation établit la relation linéaire entre les termes d'une suite ou série temporelle



3.3. REPRÉSENTATION MULTIDIMENSIONNELLE 57
Fig. 3.1 � Intervalles adjaents de taille onstante(hapitre 2) : si la valeur du oe�ient d'autoorrélation1 à un ordre k donné (o-e�ient noté ρk) est élevée, alors il existe une relation linéaire forte entre tous lesélements espaés de k.On en déduit que l'ordonnanement par grandeur déroissante des oe�entsd'autoorrélation détermine une suite optimale des ordres k (ou p) à onsidérerpour une interpolation périodique-linéaire.Exemple 3.3.1 Soit la suite [3, 3, 7, 13, 11, 23, 15, 33, 19, 43, 23].L'ensemble des valeurs possibles de p est {1, 2, 3}. On alule don les oe�-ients d'autoorrélation ρ1 = 0.35 , ρ2 = 0.49 et ρ3 = 0.02. Les périodes possibles,par ordre déroissant sont 2, 1, 3. On en déduit qu'il sera plus probable de trouverune interpolation périodique-linéaire ave des intervalles de période 2 plut�t qu'aveune période de 1 ou enore une période de 3.Nous avons déjà vu que ette suite est e�etivement interpolée par une fon-tion périodique de période 2, donnée par [2, 5]x + [3,−2], x = 0, . . . , 10. On peutenore l'érire [4, 10]yX + 3, ave X = 0, ..., 4 et y = 0, 1, e qui orrespond à unereprésentation multidimensionnelle de la suite.3.4 Représentation multidimensionnelle et on�-gurations du modèle périodique-linéaire3.4.1 Représentation multidimensionnelleLorsqu'on déompose une suite de valeurs en n intervalles disjoints suessifset linéairement dépendants, on assoie à haque intervalle un indie de temps t1(t1 = 0, . . . , n− 1) et on dé�nit un espae temps pour la modélisation. On rappelleque la fontion d'interpolation périodique-linéaire pour tous es intervalles est dela forme f(t1) = at1 + b, où a et b sont des nombres périodiques.Si la période de a et b est plus grande que 1, on peut s'intéresser aux sériestemporelles dé�nies par les éléments de a et b, et reherher réursivement leurs1pour être plus rigoureux, il faut onsidérer plut�t la valeur du oe�ient de détermi-nation ρ2



58 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREfontions d'interpolation périodiques-linéaires. Le oe�ient a (respetivement b)sera don représenté par une fontion périodique de la forme fa(t2) (respetivement
fb(t2)). Pour que a et b gardent toujours des périodes identiques, les oe�ients de
fa(t2) et de fb(t2) doivent être ramenés à la même période, omme nous l'avonsmontré au paragraphe 3.3.2.Si la période de la fontion fa (ou fb) est plus grande que 1, on peut poursuivrela réursion sur es 4 nouveaux oe�ients, et ainsi de suite.Au �nal, on obtient un espae temps multidimensionnel (t1, . . . , th) et une ar-boresene binaire de fontions périodiques (�gure 3.2) pour la représentation dela suite de départ : à haque niveau de l'arbre binaire des fontions périodiquesorrespond une dimension temporelle ti, i = 1, . . . , h.Un tel modèle multidimensionnel peut être entièrement représenté par un nidde boules imbriquées de profondeur h, dont la forme générale est la suivante :for t1 = 0 to u1for t2 = 0 to u2for t3 = 0 to u3... for th = 0 to uh

f(t1, t2, ..., th) ;
f(t1, t2, ..., th) est la fontion périodique multi-variable �nale résultante de l'ap-pliation réursive de l'interpolation périodique-linéaire. C'est une fontion globa-lement non linéaire, mais ependant linéaire relativement à haque variable ti.

Fig. 3.2 � Arboresene de fontions périodiques



3.4. REPRÉSENTATION MULTIDIMENSIONNELLE 59Exemple 3.4.1 Reonsidérons la suite [3, 3, 7, 13, 11, 23, 15, 33, 19, 43, 23, 53] onsti-tuée de 12 éléments pouvant être regroupés en 6 intervalles omme suit :
Suivant la première dimension de temps on trouve :

f(t1) = [4, 10]t1 + [3, 3], 0 ≤ t1 ≤ 5Suivant la seonde dimension, pour a = [4, 10] et b = [3, 3], on trouve






fa(t2) = 6t2 + 4, 0 ≤ t2 ≤ 1

fb(t2) = 0t2 + 3, 0 ≤ t2 ≤ 1Comme les oe�ients périodiques sont tous de période 1, le proessus réursifs'arrête ii et on génère la boule orrespondante :for t1 = 0 to 5for t2 = 0 to 1
(6t2 + 4)t1 + 3 ;Pour une suite de taille m quelonque la réursion termine, étant donné quela taille des intervalles déroît à haque étape réursive jusqu'à ne plus trouverd'interpolation périodique-linéaire. Si la profondeur maximale h de l'arbre binaireest atteinte, il n'y a plus de oe�ient périodique ('est à dire de période >1), etle modèle a été appliqué autant de fois que possible. Toutefois, il est toujours pos-sible de se limiter à une hauteur hf �xée d'avane. C'est pourquoi les di�érentesdimensions de l'espae temps peuvent être perçues omme di�érents niveaux degranularité pour l'observation du omportement des programmes. De ette ma-nière, on peut se restreindre à une analyse gros grain si l'on herhe juste à avoirune vue d'ensemble du programme, et dans le as ontraire, une analyse plus �neapportera davantage de préisions.Pendant la reherhe des intervalles linéairement dépendants, on peut onsidé-rer la durée omme fateur disriminant ou non, e qui veut dire pour le premieras que lorsqu'un omportement se reproduit, il doit le faire pendant la même lon-gueur de temps que préédemment. Ces deux façons di�érentes de onsidérer ladurée font aboutir à des on�gurations di�érentes des intervalles, et don de notremodèle périodique-linéaire.



60 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIRE3.4.2 Con�gurations du modèleLorsqu'on déide que la durée est disriminante, on n'admet de relation qu'entreintervalles de même taille. Dans le as ontraire, on peut admettre que des inter-valles de tailles di�érentes soient liés, 'est à dire qu'un omportement puisse sereproduire ave à haque fois des durées de temps variables. On obtient ainsi deuxon�gurations où les intervalles sont de taille onstante ou variable. Pour hauned'entre elles, il peut arriver que les intervalles soient séparés par d'autres intervallesrelevant d'un omportement di�érent, si on est en présene de plusieurs omporte-ments entrelaés. Ces ombinaisons nous donnent au total 4 on�gurations possiblesdu modèle périodique-linéaire :� intervalles adjaents de taille onstante (�gure 3.3),� intervalles adjaents de taille variable (�gure 3.4),� intervalles distants de taille onstante,� intervalles distants de taille variable (�gure 3.5).
Fig. 3.3 � Intervalles adjaents de taille onstante
Fig. 3.4 � Intervalles adjaents de taille variable
Fig. 3.5 � Intervalles distants de taille variable



3.4. REPRÉSENTATION MULTIDIMENSIONNELLE 61Tenant ompte de toutes es di�érentes on�gurations, le modèle général deboules assoié aux di�érents modèles devient don :for t1 = 0 to nfor t2 = l(t1) to u(t1)for t3 = l(t1, t2) to u(t1, t2)... for th = l(t1, t2, ..., th−1) to u(t1, t2, ..., th−1)
f(t1, t2, ..., th) ;où f(t1, t2, ..., th) est toujours la fontion périodique multi-variable �nale re-sultant de l'appliation réursive de l'interpolation périodique-linéaire, tandis que

l(t1, t2, ..., ti) et u(t1, t2, ..., ti) sont des fontions qui indiquent les tailles des inter-valles onsidérés à l'étape i + 1.Dans la suite, nous nous limitons partiulièrement à des fontions linéaires af-�nes, a�n de failiter l'exploitation des résultats pour d'autres outils d'analyse telsque le modèle polyédrique.Interpolation d'intervalles de taille variableLorsque la taille des intervalles à interpoler varie, il onvient de modi�er légè-rement la dé�nition de l'interpolation périodique linéaire donnée en 3.3.3. On pose
imax le plus grand des intervalles de taille variable interpolés, et max sa taille. Soitun intervalle quelonque i de taille s, dont les éléments sont eij , 0 ≤ j ≤ s− 1. Lesintervalles i et imax sont linéairement dépendants s'il existe α ∈ Z et s élémentsonséutifs eimaxk dans imax, 0 ≤ k ≤ max − 1, tels que eij = eimaxk + αak.La valeur α est assoiée de façon unique à l'intervalle i. Autrement dit, lorqs-qu'un intervalle i est mis en relation de dépendane linéaire ave l'intervalle imax,la di�érene entre leurs élements liés est égale à αak, et toute autre relation dedépendane inluant imax implique une valeur de α di�érente.Exemple 3.4.2 On onsidère la trae suivante et on herhe une interpolationpériodique-linéaire : [0, 5, 8, 10, 13, 16, 15, 18, 21, 24, 20, 23, 26, 29, 32]. Pour ette traeil existe une interpolation périodique-linéaire de 5 intervalles de taille variable,omme on le voit à la �gure 3.6.Le plus grand intervalle est le dernier, et max = 5 ; la valeur de α assoiée aupremier intervalle est −4 (0 = 20− 4 ∗ 5), la valeur assoiée au 4ieme intervalle est
−1, et.En se basant sur les deux derniers intervalles, on trouve :















15 = 20 − 1 ∗ 5 → a0 = 5
18 = 23 − 1 ∗ 5 → a1 = 5
21 = 26 − 1 ∗ 5 → a2 = 5
24 = 29 − 1 ∗ 5 → a3 = 5
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Fig. 3.6 � Intervalles adjaents de taille variableN'ayant plus d'éléments pour le alul de a4 on pose a4 = 5. On véri�e ensuiteque, si s est la taille d'un intervalle i, on a bien la relation :

eij = eimaxj + 5α, 0 ≤ i ≤ 3, 0 ≤ j ≤ s − 1.Par extrapolation on a don : e0j = e4j − 20, 0 ≤ j ≤ 4,et on obtient la fontion d'interpolation périodique-linéaire suivante :
f(t1) = 5t1 + [0, 3, 6, 9]t2 , 0 ≤ t1 ≤ 4dans laquelle le deuxième oe�ient périodique dépend de t2 à ause de la va-riabilité de la taille des intervalles.Sahant que fb(t2) = [0, 3, 6, 9] = 3t2, la boule �nale s'érit :for t1 = 0 to 4for t2 = 0 to t1

5t1 + 3t2 ;Interpolation d'intervalles distants de taille onstanteLe as des intervalles distants di�ère des intervalles adjaents par la présenede valeurs entrelaées qui relèvent d'un autre omportement que elui en oursd'identi�ation. Prenons par exemple la trae suivante :
[15, 16, 17, 1, 6, 20, 23, 26, 9, 17, 25, 30, 35, 21, 12, 30, 37, 44, 0, 5, 35, 44, 53, 23, 25].Tandis que la reherhe d'une on�guration d'intervalles ajaents de tailleonstante donnerait en résultat 4 phases, on trouve ii une seule phase d'inter-valles de période 3, distants de 2 éléments à haque fois. La boule �nale s'érit :for t1 = 0 to 4for t2 = 0 to 2

t2 + 15 + (2t2 + 5)t1 ;for t2 = 3 to 4
;



3.4. REPRÉSENTATION MULTIDIMENSIONNELLE 63Interpolation d'intervalles distants de taille variableLe prinipe est le même que pour les intervalles adjaents de taille variable, àei près qu'on admet ertains éléments de la trae pouvant représenter un toutautre omportement ; toutefois la taille des intervalles reste variable et e de ma-nière linéaire. On prend par exemple la trae suivante :
[0, 6, 120, 0, 12, 5, 240, 120, 0, 3, 7, 14, 360, 240, 120, 0, 5, 3, 11, 13, 480, 360, 240, 120].On trouve des intervalles de taille variant de 1 à 5 et qui sont entrelaés aved'autres intervalles de taille variable également, mais ne suivant pas la même rela-tion. La boule orrespondante est donnée par :for t1 = 0 to 4for t2 = 0 to t1

120t1 − 120t2 ;for t2 = t1 + 1 to 2t1 + 1

;Remarque 3.4.1 On onstate bien que pour les on�gurations d'intervalles dis-tants, le omportement entrelaé n'est pas modélisé. On peut ependant imaginerune extension permettant de le représenter, par exemple en générant une trae auxi-liaire omposée des éléments entremêlés, en y appliquant ensuite une passe de l'in-terpolation périodique-linéaire, pour en�n réunir les boules obtenues pour haunedes deux analyses.3.4.3 Notion de phasesEn général pour une trae donnée, une interpolation périodique-linéaire ne re-ouvre pas la totalité de la trae, et le résultat obtenu est alors onstitué de plusieurssous-ensembles appelés phase.Dé�nition 3.4.1 Une phase est la plus grande partie d'une trae pour laquelletous les éléments sont interpolés de manière périodique-linéaire.Sur le reste de la trae, il est possible d'appliquer à nouveau le modèle périodique-linéaire et d'identi�er une autre phase, et ainsi de suite. On obtient don plusieursphases suessives pour un niveau de granularité donné, à l'intérieur desquelles onpeut identi�er de nouvelles (plus petites) phases, dé�nissant ainsi une hiérarhiede phases. Au niveau de la représentation, des phases suessives orrespondent àune suession de boules de même niveau de profondeur, et haque phase peutelle-même être omposée de plusieurs sous-phases, e qui dé�nit bien une hiérarhiede phases représentée par une suession de boules imbriquées.



64 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREExemple 3.4.3 Considérons la trae suivante pour laquelle on reherhe une in-terpolation périodique-linéaire : [3, 4, 5, 1, 7, 14, 21, 8, 11, 24, 37, 15, 2, 5, 7, 9, 3, 5,
9, 11, 13, 4, 8, 13, 15, 17, 5, 11, 17, 19, 21, 6].Au niveau de la première dimension de temps on obtient deux phases :1. une phase ouvrant les 12 premiers éléments de la trae, de période 4, danslaquelle la fontion d'interpolation périodique-linéaire s'érit :

f(t1) = [4, 10, 16, 7]t1 + [3, 4, 5, 1], 0 ≤ t1 ≤ 2 ;2. une deuxième phase ouvrant tous les éléments restants, de période 5, danslaquelle la fontion d'interpolation périodique-linéaire s'érit :
f(t1) = [3, 4, 4, 4, 1]t1 + [2, 5, 7, 9, 3], 0 ≤ t1 ≤ 3.A l'intérieur de la première phase, on interpole les oe�ients périodiques eton identi�e deux sous-phases de période 1, omposées de 9 et 3 éléments respeti-vement. La boule orrespondante s'érit :for t1 = 0 to 2for t2 = 0 to 2

(6t2 + 4)t1 + t2 + 3 ;for t2 = 3 to 3
7t1 + 1 ;A l'intérieur de la seonde phase, on interpole les oe�ients périodiques eton identi�e ette fois 3 sous-phases de période 1, omposées de 4, 9 et 4 élémentsrespetivement. La boule orrespondante est la suivante :for t1 = 0 to 3for t2 = 0 to 0
3t1 + 2 ;for t2 = 1 to 3
4t1 + 2t2 + 3; / ∗ 4t1 + 2(t2 − 1) + 5 ∗ /for t2 = 4 to 4
t1 + 3 ;En dé�nitive on obtient la suession de boules suivante :for t1 = 0 to 2for t2 = 0 to 2
(6t2 + 4)t1 + t2 + 3 ;for t2 = 3 to 3
7t1 + 1 ;for t1 = 3 to 6for t2 = 0 to 0
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3t1 − 7; / ∗ 3(t1 − 3) + 2 ∗ /for t2 = 1 to 3

4t1 + 2t2 − 9; / ∗ 4(t1 − 3) + 2(t2 − 1) + 5 ∗ /for t2 = 4 to 4

t1; / ∗ (t1 − 3) + 3 ∗ /Nous faisons remarquer que la notion de phase telle que nous l'entendons ii estassez di�érente de elle que l'on peut retrouver dans d'autres travaux onernantl'analyse de programme et tout partiulièrement les tehniques d'identi�ation etde détetion de hangement de phases [31, 30, 43, 75, 72, 74, 58℄. Dans es travaux,on dé�nit une phase omme étant un ensemble de parties d'un programme, nonnéessairement onséutives et aratérisées par la proximité ou l'identité de leursreprésentants, au sens de la relation de similarité hoisie. Intuitivement, une phasesurvient lorsque le omportement du programme est onstant ou stable, et on ditqu'il y a un hangement de phase lorsque e omportement varie.Cependant, omme le font remarquer Hind et al. [43℄, la notion de phase n'estpas dé�nie de manière absolue et dépend fortement du hoix des éléments ato-miques qui la onstituent, de leur représentation, ainsi que de la manière dont sealule la similarité entre es éléments.Dans [75, 72, 74℄ par exemple, une phase est un ensemble d'intervalles danslesquels le omportement du programme est similaire tout au long de son exéution,un intervalle étant dé�ni omme une setion d'exéution ontinue (ou enore unetranhe de temps) du programme. Les intervalles ne se hevauhent pas, peuventêtre de taille �xe ou de taille variable et ne sont pas forément ontigüs à l'intérieurd'une phase ; 'est ainsi qu'on peut avoir des phases qui se répètent au ours del'exéution d'un programme.On représente les intervalles par des veteurs de blos de base (BBV) qu'onpondère ensuite par leur fréquene d'exéution, et la similarité entre intervallesse mesure par des distanes (eulidiennes, manhattan, et) ; ainsi, deux intervallesfaiblement distants sont reonnus omme faisant partie de la même phase. L'iden-ti�ation des phases est résolue omme un problème de lassi�ation (lustering)en apprentissage automatique, d'où l'utilisation des algorithmes de lassi�ationomme l'algorithme des k-moyennes.Dans [31, 30℄, Dhodapkar et Smith mettent en relation la notion de phase aveelle d'ensemble de travail et montrent que les hangements de phases surviennentau moment des hangements de es ensembles. Un ensemble de travail est un en-semble de segments distints touhés dans une fenêtre (ou un intervalle) de tailledonnée et un segment est une région mémoire (par exemple une page mémoire) detaille �xée ; ils dé�nissent don une phase omme l'intervalle maximal durant lequell'ensemble de travail demeure plus ou moins onstant. Ii tout omme dans les tra-



66 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREvaux ités préédemment, les intervalles ne se hevauhent pas, mais ependant lesinstrutions omptabilisées ne sont pas pondérées par leur fréquene d'exéution.Les hangements de phases sont identi�és en omparant des ensembles de travailonséutifs à l'aide d'une métrique de similarité appelée distane relative d'ensemblede travail. Pour deux ensembles donnés, une distane relative nulle indique quees ensembles sont identiques et une distane égale à l'unité indique qu'ils sontomplètement di�érents. On dé�nit alors une valeur seuil telle que toute distanesupérieure implique un hangement de phase et don d'ensemble de travail.En réponse à e hangement d'ensemble de travail, ils e�etuent entre autresune reon�guration dynamique des unités multion�gurations (ahe d'instrution,ahe de données, préditeur de branhement), et parviennent ainsi à réduire laonsommation d'énergie.3.5 Algorithmes pour le modèle périodiqueLe modèle périodique-linéaire est aratérisé par :� le nombre de niveaux de granularité ou enore la profondeur de l'arbre desfontions ;� le nombre de phases à haque niveau ;� la taille des intervalles, enore appelée période des fontions d'interpolation.La profondeur de l'arbre n'est pas onnue d'avane, aussi peut-on envisagerdeux possibilités : soit on spéi�e que l'analyse doit être la plus exhaustive possible(profondeur maximale), soit on entame une démarhe itérative. Cette démarheitérative desendante va onsister à appliquer le modèle à partir du plus hautniveau, étudier le résultat obtenu et déterminer s'il faut davantage de préision(aller au niveau suivant) ou non. Si l'on opte pour une démarhe itérative, le nombrede phases peut être moins grand que dans le as de l'exhaustivité.Dans les deux situations, par soui de ohésion ave la représentation sousforme de boules, on préise qu'une phase doit avoir un nombre entier d'intervalles.Ainsi, tout intervalle inomplet, i.e. de taille inférieure aux autres, même s'il estorretement interpolé, ne sera pas inlus dans une phase, bien que le nombre dephases doive être minimal.En e qui onerne la taille des intervalles, on sait déjà qu'elle vaut au maximum
n/3, n étant la taille de la trae. Cependant, si on ne trouve pas de phase d'aumoins 3 points interpolés, on pourra lever ette restrition.Supposons que pour deux valeurs p et p′ l'on identi�e une même phase d'in-tervalles, et que l'on ait p′ > p. Comme p représente plus de points interpolés que
p′ et que le nombre périodique assoié est moins large que elui assoié à p′, onretiendra qu'à ette phase orrespond des intervalles de période p.De manière générale, les algorithmes proèdent par une stratégie desendanteomme suit :



3.5. ALGORITHMES POUR LE MODÈLE PÉRIODIQUE 671. trouver une fontion d'interpolation périodique-linéaire, d'au moins trois in-tervalles, et qui représente la plus grande partie de la trae. Dé�nir ette plusgrande partie omme une phase ;2. sur la ou les parties restantes de la trae, appliquer l'étape 1 pour dé�nird'autres phases ;3. un niveau de la hiérarhie est e�etué. Au besoin, dé�nir le niveau hiérar-hique suivant pour haune des phases identi�ées préédemment. On ap-plique pour ela les étapes 1, 2, 3 aux oe�ients périodiques a et b dehaque phase.3.5.1 Intervalles adjaents de taille onstanteL'ensemble des valeurs possibles de p (taille des intervalles) est onnu ; on sesert des oe�ients d'autoorélation pour les ordonner et déterminer un ordre depréédene. Pour une période donnée p, la reherhe démarre du début de la trae(indie 0) en onsidérant tout d'abord les 3p premiers éléments. Si une fontiond'interpolation périodique est trouvée, on a identi�é une première phase. Sinon,on s'intéresse aux 3p éléments partant de l'indie p (de 0 à 4p − 1), et ainsi desuite. A haque fois qu'on identi�e une première phase, on véri�e que la fontiond'interpolation s'applique aussi aux p éléments suivants de manière à aroître lataille de ette phase, et on poursuit l'extension autant que possible. L'algorithmeorrespondant à ette on�guration est l'Algorithme 1 et proède omme suit :� Initialement (ligne 1) on n'a pas enore trouvé de phase et phasemax est miseà NULL.� Les lignes 2 et 3 permettent de aluler les oe�ients d'autoorrélation jus-qu'à l'ordre n/3.� Les lignes 4 à 14 quant à elles onernent la reherhe de la phase maximaleproprement dite, pour toutes les périodes possibles.� Le test e�etué en ligne 12 porte sur la dernière phase trouvée, a�n de dé-terminer si elle est la plus grande ou si, ayant la même taille que la phasemaximale identi�ée jusqu'alors, elle est omposée d'intervalles de plus petitepériode ; dans l'un de es deux as, la phase ourante devient alors la nouvellephase maximale.� Les lignes 16 à 17 servent à trouver la dernière phase à partir de quelqueséléments restant : si on n'a pas trouvé de phases ave au moins 3 intervalles,on lève ette restrition en permettant le hoix d'une phase de seulement
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Algorithm 1 trouve_phase(T )Entrées: une trae T de taille n1: phasemax = NULL2: pour tout p tel que 1 ≤ p ≤ n/3 faire3: aluler les oe�ients d'autoorrélation rp d'ordre p4: pour le plus grand au plus petit oe�ient rp et les périodes assoiées p,

rp ≥ 0.1 faire5: pour i=1 à p faire6: trouver la plus petite valeur entière α ≤ n−3p
p telle que 3 éléments aumoins T [i + αp], T [i + (α + 1)p] et T [i + (α + 2)p] soient liés7: tantque une valeur α a été trouvée faire8: pour tout q tel que 1 ≤ q ≤ p − 1 faire9: véri�er que T [i + αp + q], T [i + (α + 1)p + q] et T [i + (α + 2)p + q]sont aussi linéairement dépendants10: si 'est le as alors11: élargir ette séquene d'intervalles vers la droite, au maximum pos-sible12: si (taille(phasecourante) > taille(phasemax)) OU(taille(phasecourante) = taille(phasemax) ET pcourante < pmax)alors13: phasemax = phasecourante ; pmax = pcourante14: trouver la valeur suivante de α ≤ n−3p

p15:16: si phasemax = NULL alors17: permettre de hoisir des phases de moins de 3 élements18: onstruire la fontion d'interpolation périodique-linéaire fphasemax
de oe�-ients a et b et de période pmax19: soit Tgauche la partie gauhe de T − phasemax, et Tdroite la partie droite de

T − phasemax20: trouve_phase(Tgauche) ; trouve_phase(Tdroite)



3.5. ALGORITHMES POUR LE MODÈLE PÉRIODIQUE 69deux intervalles.� L'algorithme se poursuit par deux appels réursifs sur les parties disjointesde la phase identi�ée préédemment.
3.5.2 Intervalles adjaents de taille variableA�n de représenter le résultat �nal sous forme de nids de boules à bornesa�nes sur les indies, on impose que les tailles des intervalles soient linéairementdépendantes. De plus, on suppose que si deux intervalles sont liés, leurs premierséléments le sont aussi, e qui permet de réduire la omplexité de l'algorithme dereherhe. Les intervalles étant de taille variable, la période sera elle de l'intervallele plus grand. On ne peut don plus se servir de l'autoorrélation pour guider lareherhe.La reherhe débute sur les premiers éléments de la trae, à partir de l'indie
i = 0. On pose d la taille du premier intervalle, q la taille du deuxième intervalle,et on herhe une dépendane linéaire entre l'intervalle suivant de taille 2q − d etles 2 intervalles préédents. Si une telle relation existe, on a trouvé une phase eton essaie de l'étendre autant que possible. On reommene le proessus ave di�é-rentes valeurs de i, d, q, en omparant à haque fois la phase préédente à la phaseourante pour onserver toujours la plus grande des deux.A ause de la relation linéaire entre les tailles des intervalles onséutifs, la pluspetite phase peut avoir au minimum 6 éléments et est obtenue lorsque d = 1, q = 2,
2q − d = 3 ou enore d = 3, q = 2, 2q − d = 1. Sahant que pour une valeur de idonnée on ne traite que s = n − i éléments de la trae, et que s varie de n à 6, onen déduit que i varie de 0 à n − 6.Pour d, la valeur minimale est 1 et la valeur maximale est atteinte lorsque d > qet 2q − d = 1, e qui entraîne le système suivant :

{

2q − 1 = d
d + q = s − 1

=⇒

{

q = s/3
d = 2s/3 − 1Quant aux valeurs de q, ont doit toujours avoir 2q − d ≥ 1, et la valeur maxi-male est atteinte ave s − d − 1.L'algorithme orrespondant est l'Algorithme 2.



70 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREAlgorithm 2 trouve_phase_var(T )Entrées: une trae T de taille n1: phasemax = NULL2: pour i = 0 à n − 6 faire3: pour d = 1 à (2n − 2i − 3)/3 faire4: pour q = d/2 + 1 à n − i − d − 1 {On herhe une valeur de q telle que
T [i + d + q], T [i + d] et T [i] soient liés} faire5: si T [i + d + q] = (T [i + d]− T [i]) + T [i + d] {si q − d > 0 les tailles desintervalles roissent et le plus petit des intervalles est le premier} alors6: pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ min(d − 1, q + (q − d) − 1) {on veutvéri�er que tous les élements du plus petit intervalle sont interpolésave les éléments orrespondant des deux autres} faire7: véri�er que T [i+k], T [i+d+k] et T [i+d+q+k] sont linéairementdépendants8: si 'est le as alors9: élargir ette séquene d'intervalles de tailles q+2(q−d), q+3(q−

d), . . . q + αmax(q − d) vers la droite, au maximum possible, envéri�ant que tous les éléments d'un intervalle donné soient liésaux élements orrepondants de l'intervalle suivant si (q − d) > 0ou de l'intervalle préédent si (q − d) < 010: si (q − d) < 0 alors11: Pcourante = d ;12: sinon13: Pcourante = q + αmax(q − d) ;14: si taille(phasecourante) > taille(phasemax) OU(taille(phasecourante) = taille(phasemax) ET pcourante < pmax)alors15: phasemax = phasecourante ;16: pmax = pcourante17: si n ≥ 6 ET phasemax = NULL {on n'a pas trouvé de phases} alors18: sortir ave un message " pas d'interpolation pour ette on�guration "19: sinon20: si n < 6 {on ne peut avoir des tailles variables} alors21: e�etuer une interpolation ave la on�guration "intervalles adjaents detaille �xe"22: sinon23: onstruire la fontion d'interpolation périodique-linéaire fphasemax
de o-e�ients a et b et de période pmax24: soit Tgauche la partie gauhe de T − phasemax, et Tdroite la partie droitede T − phasemax25: trouve_phase_var(Tgauche) ; trouve_phase_var(Tdroite)



3.5. ALGORITHMES POUR LE MODÈLE PÉRIODIQUE 713.5.3 Intervalles distants de taille onstanteLa reherhe d'intervalles distants de taille onstante est semblable à elle dé-rite en 3.5.1, à la seule di�érene qu'il peut exister un ou plusieurs phénomènesalternant ave le phénomème identi�é, et dont les valeurs sont interalées dans lasous-suite interpolée. On modi�e don l'algorithme 1 pour tenir ompte de ladistane d′ entre les intervalles, et on reherhe des intervalles de période p + d′ ;toutefois lors de l'interpolation, l'on ne tient auun ompte des d′ derniers élémentsdes di�érents intervalles.Pour ette on�guration, les oe�ients d'autoorrélation permettent enored'ordonner les valeurs de p, tandis qu'on fait varier i de 0 à n − 3p et d′ de 0 à
(n − i − 3 ∗ p)/2.3.5.4 Intervalles distants de taille variableL'algorithme pour ette on�guration s'apparente à elui dérit en 3.5.2 et tientompte de la distane éventuelle entre les intervalles. On impose toujours qu'il existeune relation linéaire entre les durées des répétitions (tailles des intervalles), et denouveau, les oe�ients d'autoorrélation ne sont d'auune utilité pour ordonnerles périodes, à ause de la variabilité des tailles des intervalles.3.5.5 Complexité des algorithmesOn pose C(n) la omplexité de l'algorithme pour une trae de longueur n. Onappellera ci le temps de alul d'une ligne i de l'algorithme, et oût(i) le oûtassoié. C(n) est donnée par :

C(n) =
∑

i

ci ∗ oût(i), ∀iCas des intervalles adjaents de taille onstanteSoit c3 le temps de alul d'un oe�ient d'autoorrélation. Etant donné quetoutes les opérations e�etuées pour e alul sont élémentaires, on peut dire que
c3 est onstant ;� le oût des lignes 2 et 3 étant de n/3, la omplexité à es endroits est égaleà n/3 ∗ c2 + n/3 ∗ c3 = n/3 ∗ (c2 + c3)� à la ligne 4 on e�etue un tri, d'où une omplexité de (n/3)log(n/3) tandisqu'à la ligne 5 on a un oût de ∑p

i=1 i = 1
2p(1 + p) ave p = n/3� le temps de alul c6 est borné par n−3p

p + 1, ave p = 1 et le oût assoiéest de ∑p
i=1 i = 1

2p(1 + p)



72 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIRE� la boule en 7 est e�etuée entre n − 2 fois au maximum (p = 1) et 1fois (lorsque p = n/3) selon les valeurs de p et son oût est don égal à
(n − 2) + 2( (n−6)

2 + 1) + 3( (n−9)
3 + 1) + · · · + n

3
= (n − 2) + (n − 4) + (n − 6) + · · · + (n − 2n

3 )

= nn
3 − n

3 (n
3 + 1) = n(2n−3)

9� à la ligne 8 tout omme en 9, on a p − 1 véri�ations à faire ∀p, et le �utest égal à
= (n − 2) + (n − 4) + 2(n − 6) + 3(n − 8) + · · · + (n

3 − 1)(n − 2n
3 )

= (n− 2) + n[1 + 2 + 3 + · · ·+ (n
3 − 1)]− (4 + 2 ∗ 6 + 3 ∗ 8 + · · ·+ 2n2

9 − 2n
3 ),e qui est majoré par n2(n−3)

18� en ligne 11 le nombre d'élargissements dépend de la valeur de p et de α, onle notera elij , 0 ≤ i = p ≤ n/3 et 0 ≤ j = α ≤ n−3p
p . On a par exemple

el10 = n − 3, el11 = n − 4, . . . , el1(n−3) = 0

el20 =
n − 6

2
, el21 =

n − 6

2
− 1, . . . , el1n−6

2
= 0Lorsqu'on �xe p et qu'on pose n−3p

p = A on a ∑A
j=0 elpj = A + (A − 1) +

(A − 2) + · · · + (A − A) = A(A + 1) −
∑A

i=1 i

= A(A+1)
2 et le oût total assoié à ette ligne est de∑n/3

p=1 pA(A+1)
2 e qui estmajoré par n3.Au �nal on a :

C(n) =

13
∑

1

ci ∗ oût(i) + C(n′) + C(n′′)où n′ est la taille de la trae Tgauche et n′′ elle de la trae Tdroite.Comme la somme∑13
1 ci ∗ oût(i) ave une trae de taille n est majorée par n3et que n′, n′′ < n, on en déduit que

C(n) ∈ O(n3)Cas des intervalles adjaents de taille variableles ci sont onstants� le oût de la ligne 2 est de n − 5 et elui de la ligne 3 égal à
∑n−6

i=0
2n−2i−3

3 = 1
3((2n−3)+(2n−5)+(2n−7)+ · · ·+(2n− (2n−12)−3))

= 1
3((n− 5)2n− (3 + 5 + 7 + · · ·+ (2n− 9))) = 1

3((n− 5)2n− ((n− 4)2 − 1))

= (n2−2n−15)
3



3.5. ALGORITHMES POUR LE MODÈLE PÉRIODIQUE 73� à la ligne 4 les variations de q sont majorées par n d'où un oût de l'ordrede = n(n2−2n−15)
3� à la ligne 6 l'indie k est majoré par d − 1 de sorte que, pour i = 0 parexemple, on a un oût de n +

∑

2n−3
3

d=2 (d − 1)n , et le oût total est don de
∑n−6

i=0 (
∑

2n−2i−3
3

d=1 dn), e qui est de l'ordre de n4� la véri�ation en 7 se fait en temps onstant et l'élargissement dans etteon�guration n'est pas aussi fréquent que pour les intervalles de taille va-riable ; il n'en demeure pas moins qu'on peut en majorer le nombre par n etle oût pour ette ligne devient de l'ordre de n5, quoique négligeable devant
n5.Au �nal on a :

C(n) ∈ o(n5)3.5.6 DisussionPour nos algorithmes, nous avons opté pour une approhe desendante. Celle-ia l'avantage de permettre le ontr�le du niveau de granularité de la modélisationpériodique-linéaire. L'inonvénient majeur de ette approhe est de néessiter plu-sieurs parours de la trae d'entrée a�n d'identi�er la période. Cela entraîne pourles traes de grandes tailles un temps de traitement important.Une approhe asendante aurait permis d'éviter e problème. En e�et, un telalgorithme aurait tout d'abord interpolé linéairement, de manière lassique nonpériodique, les éléments de la trae, en déoupant ette trae en phases suessivesd'éléments interpolés. Cette suession d'interpolations linéaires aurait onstituéune première ompression de la trae d'entrée, réduisant ainsi sensiblement le vo-lume de données à traiter ensuite. L'étape suivante aurait onsisté à reherher ànouveau une interpolation linéaire entre les interpolations onstruites préédem-ment, et il en aurait été de même pour toutes les autres étapes suivantes, jusqu'aumodèle omplet où plus auune interpolation n'est possible.Bien que plus e�ae en temps, ette approhe pose de nombreux problèmesquant à l'identi�ation des périodes et des phases. Pour ela, plusieurs paroursseraient malgré tout néessaires. De plus, les fontions périodiques-linéaires d'in-terpolation ne pourraient être identi�ées qu'à postériori, à la �n d'une modélisationomplète.



74 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIRE3.6 Extensions du modèle3.6.1 Modèle approximatifLes fontions périodiques-linéaires, tel que nous les avons présentées jusqu'ii,interpolent exatement la trae onsidérée. Cependant, dans ertains as, l'exati-tude peut être un ritère trop ontraignant voire inutile. Prenons par exemple leas où la déomposition en phases d'intervalles onduit à une multitude de petitesphases de faibles tailles, à ause de la présene de quelques valeurs singulières. Il estpossible qu'en ignorant es valeurs disparates, l'on aboutisse à un nombre onsi-dérablement réduit de phases. C'est pourquoi on peut opportunément admettreun pourentage de valeurs erronnées lors de l'interpolation, lesquelles valeurs sontalors onsidérées omme résultant d'événements exeptionnels di�érant du om-portement général. Nous nous référons alors à l'objetif lassique d'optimisationlogiielle et matérielle : ouvrir les as les plus fréquents.De manière lassique, une interpolation approximative peut être e�etuée grâeà des tehniques de regression linéaire, et les valeurs alulées sont alors des ap-proximations des termes de la trae. Pour onserver un modèle ohérent et plusadapté à la ompréhension du omportement du programme, nous hoisissons uneapprohe qui garantisse que l'approximation de la fontion d'interpolation soit égaleà la fontion exate pour la plus grande partie des valeurs de la trae. Il s'agit donde dé�nir un pourentage maximum d'éléments issus d'un omportement di�érentde elui qu'on observe. De la même façon, on peut admettre des intervalles dontla taille di�ère de e qui est attendu, dans les on�gurations intervalles de tailleonstante ou intervalles de taille variable.Un autre ontexte favorable à l'utilisation d'une interpolation approximativeest elui de la prédition dynamique. En e�et, l'utilisation d'un modèle exat etomplexe serait alors suseptible d'augmenter onsidérablement le oût de la pré-dition. Pour obtenir le modèle approximatif dans e as, on peut partir de l'arbrebinaire des phases et des fontions d'interpolation orrespondant au modèle exat,sur lequel on applique une tehnique d'élagage (�gure 3.6.1).3.6.2 Modèle paramétriqueLorsque les tailles des intervalles et des phases dépendent linéairement de er-tains paramètres, le modèle est lui aussi paramétré. Cela permet notamment dereonnaître un omportement identique, quand il se présente, à travers l'analyse detraes di�érentes, obtenues ave des données d'entrée di�érentes du programme ougénérées sur des plate-formes di�érentes. Pour onstruire e modèle paramétrique,on a le hoix entre :� aluler les fontions d'interpolation pour haune des traes et les omparerensuite pour en déduire les paramètres généraux ;
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Fig. 3.7 � Elagage de l'arbre des phases et fontions d'interpolation� aluler la fontion d'interpolation pour une trae donnée et véri�er son adé-quation ave les autres traes, en s'aidant d'éventuelles relations linéairesentre les aratéristiques des traes (taille des phases et des intervalles, va-leurs des éléments, . . . )En guise d'illustration, nous présentons en �gure 3.8 des boules paramétréesobtenues à l'issue de la modélisation de la trae des aès mémoires via 3 poin-teurs, pour le programme fir2dim qui implémente le �ltre d'une image 2D par unematrie de onvolution 3 × 3, et qui provient des ban d'essai DSPStone [85℄. Ceprogramme omporte un paramètre d'entrée à savoir la dimension de l'image qu'iltraite. La taille du tableau ontenant ette image est un autre paramètre d'exéu-tion. for t1 = 0 to IMAGEDIM − 1for t2 = 0 to IMAGEDIM − 1for t3 = 0 to 2for t4 = 0 to 2
ARRAY DIM ∗ t1 + t2 + ARRAY DIM ∗ t3 + t4 ;Fig. 3.8 � Boules paramétrées modélisant une trae du programme fir2dim

3.6.3 RPLI : Réurrenes périodiques-linéairesLe modèle périodique-linéaire, en identi�ant des dépendanes linéaires entreles éléments d'une trae, permet de s'a�ranhir de la trop grande omplexité d'une



76 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREinterpolation polynomiale et o�re de surroît une ompréhension plus arue duomportement du programme étudié. Cependant, il existe d'autres formes de dé-pendanes permettant d'expliiter tout aussi lairement le omportement des pro-grammes et ayant l'avantage de ouvrir un plus large spetre de données, à l'instardes réurrenes linéaires.Exemple 3.6.1 Soit la trae de valeurs suivante à analyser :
[0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377].La reherhe d'une interpolation périodique-linéaire fournit en résultat 3 phases :1. une première phase allant de 0 à 1 ave une fontion d'interpolation donnéepar f0 = x, x = 0..12. une deuxième phase allant de 2 à 4 ave omme fontion d'interpolation

f1 = x + 1, x = 0..23. une dernière phase portant sur le reste de la trae, dans laquelle la restritionsur le nombre minimum d'intervalles interpolés (3) a été levée, e qui signi�equ'il n'y a pas eu d'interpolation périodique-linéaire signi�ative dans ettephase.Par ontre, l'examen de ette même trae à l'aide des réurrenes linéairesmontre que haque terme est la somme des deux termes qui le préèdent, i.e.
un = un−1 + un−2 ∀n ≥ 2, u0 = 0, u1 = 1.L'extension RPLI a don pour objetif de déeler des dépendanes sous formede réurrenes linéaires entre les éléments d'une trae, mettant ainsi en évideneune orrélation entre un nombre �xe d'éléments.Dé�nition 3.6.1 Une équation de réurrene se présente généralement sous laforme
un = f({un−1, un−2, . . . , un−k}), k, n ∈ Nave k onditions initiales permettant de démarrer la réurrene et les ui étant lesvaleurs d'une suite.Nous nous intéressons au as où f est une ombinaison linéaire à oe�ientsonstants, et ne dépend pas seulement des ui ; plus préisément,

un = f({un−1, un−2, . . . , un−k}) + c, k, n ∈ N, c est une onstante.On parle alors d'équation de réurrene linéaire non homogène d'ordre k à o-e�ients ontants.



3.6. EXTENSIONS DU MODÈLE 77Puisqu'on a au total k + 1 inonnues à reherher, on résoud un système de
k + 1 équations de réurrene, onstituées à partir des éléments de la trae ommesuit :


















uk = a1uk−1 + a2uk−2 + · · · + ak−1u1 + aku0 + ak+1

uk + 1 = a1uk + a2uk−1 + · · · + ak−1u2 + aku1 + ak+1...
u2k = a1u2k−1 + a2u2k−2 + · · · + ak−1uk+1 + akuk + ak+1On maintient la ohérene du modèle périodique en reherhant les réurrenessuivant une période p, et le système à résoudre est don le suivant :



















uk = a1uk−p + a2uk−2p + · · · + akuk−kp + ak+1

uk + p = a1uk + a2uk−p + · · · + akuk−(k−1)p + ak+1...
uk+kp = a1uk+(k−1)p + a2uk+(k−2)p + · · · + akuk + ak+1On dé�nit ainsi un modèle de réurrene linéaire périodique :
un = [a11, · · · , a1p]un−p + · · · + [ak1, · · · , akp]un−kp + [ak+1,1, · · · , ak+1,p]AlgorithmesLe prinipe des algorithmes qui implémentent ette extension est sensiblementle même que elui des algorithmes pour PLI, ave ei de partiulier que 2k + 1points au minimum sont néessaires pour former un système d'ordre k (de u0 à u2kpour le as simple où p = 1).Pour éviter les solutions irrationnelles, on introduit une nouvelle variable g quiest égale au ppm des dénominateurs de toutes les solutions et on obtient un sys-tème à k + 2 inonnues : il faut don k + 2 équations pour résoudre e système eton impose alors que n ≥ 2k + 2, n étant la taille de la trae.On démarre l'algorithme en reherhant les 2k + 2 premiers points distants de

p pour lesquels le système d'équations réurrentes admette au moins une solutionnon nulle ; si une telle solution est trouvée, on véri�e que les systèmes orrespon-dants aux autres points de l'intervalle ont également des solutions non nulles et onétend la phase identi�ée au maximum possible vers la �n de la trae.Exemple 3.6.2 Pour la trae [0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377], onherhe une réurrene linéaire d'ordre k = 2. On ommene don par onstituer,à l'aide des 6 premiers points de la trae (p = 1), un système de 4 équations à 4inonnues et on obtient le système suivant :
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g = a1+ 0a2+ c
2g = a1+ a2+ c
3g = 2a1+ a2+ c
5g = 3a1+ 2a2+ cqui se résoud en

c = 0, a1 = a2 = p.On pose p = 1 et on étend la phase identi�ée à toute la trae, ar tous lestermes suivants véri�ent bien la relation
un = un−1 + un−2.Les résultats �naux obtenus par l'algorithme ne onservent pas expliitement lavariable ajoutée g. Puisque que le modèle de réurrenes linéaires reste périodique,es résultats onsistent en la donnée de deux matries : une matrie de oe�ients Ade taille p×(k+1) et une matrie de termes initiaux U de taille (k+1)×p. Une ligne

i de A (1 ≤ i ≤ p) orrespond aux oe�ients de l'équation réurrente pour deséléments espaés de p dans la trae, et les valeurs initiales de es mêmes élémentssont stokés en olonne i de la matrie U (les k premières lignes seulement ar ledernier élément vaut toujours 1, oe�ient de ). De ette manière, un élément dela trae est identi�é par rapport à p et se note u(t1, t2), 0 ≤ t1 < n/p, 1 ≤ t2 ≤ p.On a en plus l'expression d'une boule permettant de aluler tous les autrestermes de la trae, selon les équations de réurrene identi�ées. Pour une phaseidenti�ée de taille n et de période p, le résultat se met sous forme de boulesomme suit :for t1 = k to n/p − 1for t2 = 1 to p

u(t1, t2) =
∑k−1

j=0 [A(t2, (j + 1)) ∗ u((t1 − j − 1), t2)] + A(t2, k + 1);Exemple 3.6.3 Pour la trae [0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377] men-tionnée préédemment pour laquelle la réurrene d'ordre 2 aboutit ave une périodede 1, on a les les matries A = (1 1 0) , et U = (1 0 1)T . La boule or-respondante est suivante :for t1 = 2 to 14for t2 = 1 to 1

u(t1, t2) =
∑1

j=0[A(t2, (j + 1)) ∗ u((t1 − j − 1), t2)] + A(t2, 3);ave u(1, 1) = 1 et u(0, 1) = 0.Exemple 3.6.4 Prenons omme autre exemple la trae :
[0, 2, 2, 1, 3, 3, 14, 8, 51, 16, 206, 27, 819, 41, 3278, 58, 13107, 78, 52430, 101].



3.7. GÉNÉRATION AUTOMATIQUE DES BOUCLES 79Ave une réurrene d'ordre 2, on trouve les résultats suivants :
p = 2, A =

(

3 4 −3
2 −1 3

), U =





2 1
0 2
1 1



 ;la boule orrespondante est :for t1 = 2 to 9for t2 = 1 to 2

u(t1, t2) =
∑1

j=0[A(t2, (j + 1)) ∗ u((t1 − j − 1), t2)] + A(t2, 3);ave u(1, 1) = 2, u(0, 1) = 0, u(1, 2) = 1 et u(0, 2) = 2.ComplexitéLes algorithmes pour RPLI sont plus omplexes que eux qui sont implémentéspour PLI, ar ils font plusieurs appels à des routines de la bibliothèque Polylib [6℄pour la déomposition LU de matries et la résolution de systèmes homogènes quien déoulent ; en outre, il est néessaire de stoker au moins 2p(k + 1) élémentspour aboutir au résultat �nal, d'où une plus grande omplexité en espae également.C'est pourquoi les solutions obtenues ne onstituent pas toujours une modélisationexploitable du omportement du programme.Cependant, on peut aussi poser une restrition visant à rejeter les solutionsnéessitant un fort pourentage de stokage d'éléments de la trae : par exemple si
2p(k +1) > n/3, n étant la taille de la trae, on rejette le résultat et on abandonnele modèle RPLI pour la trae en question.Pour le modèle de réurrenes périodiques-linéaires on peut envisager, ommepour PLI, des versions étendues, omme par exemple un modèle d'intervalles ré-urrents distants de taille onstante, et.Dans tous les as, la reherhe d'une interpolation périodique-linéaire produi-sant une hiérarhie de phases, haque phase et haque sous-phase doivent être ana-lysées à leur tour pour pouvoir aboutir au modèle �nal de boules. Cette appliationréursive du modèle peut s'avérer longue et fastidieuse si elle se fait manuellement,d'où l'idée de produire diretement, à partir de la trae initiale, la résultante desdi�érentes boules obtenues à tous les niveaux possibles de la hiérarhie.3.7 Génération automatique des boulesLors de la onstrution du modèle périodique-linéaire, nous avons vu que plu-sieurs phases sont suessivement puis réursivement extraites de la trae, partant



80 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREde la plus grande possible. Chaune de es phases peut être représentée de façonmultidimensionnelle par un nid de boules omme suit :for t1 = 0 to nfor t2 = l(t1) to u(t1)for t3 = l(t1, t2) to u(t1, t2)... for th = l(t1, t2, ..., th−1) to u(t1, t2, ..., th−1)

f(t1, t2, ..., th) ;où� f(t1, t2, ..., th) est la fontion périodique multi-variable �nale� l(t1, t2, ..., ti) et u(t1, t2, ..., ti) sont des fontions a�nes qui indiquent lestailles des intervalles onsidérés à l'étape i + 1.Chaque étape de représentation résulte de l'appliation réursive de l'interpola-tion périodique-linéaire aux éléments de la phase onernée. Bien qu'il soit possibled'itérer manuellement le développement des di�érentes étapes jusqu'à un niveau�xé, il est lair qu'une automatisation de e proessus soit plus judiieuse enore,au regard du nombre total de phases et d'étapes qui peut être très élevé. Alors sepose une question fondamentale à résoudre, en plus de l'intégration dans la boule�nale des phases suessives issues des niveaux hiérarhiques, à savoir :omment mettre en orrespondane des périodes et des sous-phases résultant del'interpolation périodique-linéaire de oe�ients périodiques di�érents, sahant quees oe�ients sont les termes d'une fontion d'interpolation donnée et doivent paronséquent faire partie de la même boule ?3.7.1 MéthodeOn ommene par dé�nir une fontion notée autb qui prend en paramètres unetrae t et un niveau de granularité d'analyse i, et produit en sortie les boulesimbriquées orrespondantes. L'appel de ette fontion se fait don par l'instrution
autb(t , i).La trae de départ t de taille n + 1 est représentée par un nombre périodique
[x0, · · · , xn]_t0 , t0 = 0 . . . n, et on y reherhe une interpolation périodique-linéaire.En résultat, on obtient un ertain nombre de phases que nous noterons m, detaille tpj, j = 0, . . . ,m − 1, tel que ∑m−1

j=0 tpj = n + 1, et de période pj respe-tivement, e qui implique un nombre d'intervalles nb_intj = tpj/pj dans haquephase. Il peut arriver que deux phases di�érentes possèdent des intervalles de mêmepériode ; on ajoute don aux omposantes des oe�ients périodiques un indieportant sur le numéro de la phase, a�n de les distinguer.



3.7. GÉNÉRATION AUTOMATIQUE DES BOUCLES 81La suession de boules orrepondantes est donnée à la �gure 3.9.for t0 = 0 to nb_int0 − 1

[x00, · · · , x0(p0−1)]_t1 ∗ t0 + [y00, · · · , y0(p0−1)]_t1 , t1 = 0 . . . p0 − 1for t0 = nb_int0 to nb_int0 + nb_int1 − 1

[x10, · · · , x1(p1−1)]_t1 ∗ t0 + [y10, · · · , y1(p1−1)]_t1 , t1 = 0 . . . p1 − 1...for t0 = nb_intm−2 to nb_intm−2 + nb_intm−1 − 1

[x(m−1)0, · · · , x(m−1)(pm−1−1]_t1 ∗ t0 + [y(m−1)0, · · · , y(m−1)(pm−1−1]_t1 ,

t1 = 0 . . . pm−1 − 1Fig. 3.9 � fontion aut(t, 0)Exemple 3.7.1 Reprenons la trae de l'exemple 3.4.3 :
t = [3, 4, 5, 1, 7, 14, 21, 8, 11, 24, 37, 15, 2, 5, 7, 9, 3, 5, 9, 11, 13, 4, 8, 13, 15, 17, 5, 11,

17, 19, 21, 6], et n = 32.Pour les étapes de granularités i on ommene par i = 0 en appelant la fontion
aut(t, 0). A e premier niveau de la hiérarhie, on obtient m = 2 phases :la première phase omporte 12 éléments (tp0 = 12) et est de période 4 (p0 = 4),elle a don 3 intervalles (nb_int0 = 3). On a alors la boule suivante :for t0 = 0 to 2

[4, 10, 16, 7]t1 t0 + [3, 4, 5, 1]t1 , 0 ≤ t1 ≤ 3 ;la deuxième phase ouvre tous les éléments restants de la trae (tp1 = 20) etest de période 5 (p1 = 5) ; elle a don 4 intervalles (nb_int0 = 4) et on obtient laboule suivante :for t0 = 3 to 6
[3, 4, 4, 4, 1]t1 t0 + [2, 5, 7, 9, 3]t1 , 0 ≤ t1 ≤ 4 ;En onlusion la trae t se modélise à un premier niveau de granularité par lesboules suivantes :On remarque que pour haque phase de niveau i = 0 la boule s'érit sous laforme



82 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREfor t0 = 0 to 2

[4, 10, 16, 7]t1 t0 + [3, 4, 5, 1]t1 , 0 ≤ t1 ≤ 3 ;for t0 = 3 to 6

[3, 4, 4, 4, 1]t1 t0 + [2, 5, 7, 9, 3]t1 , 0 ≤ t1 ≤ 4 ;

for t0 = deb to �n
At1 ∗ t0 + Bt1où A et B sont de nouvelles traes de niveau i = 1, auxquelles on peut donégalement appliquer la fontion autb. L'ériture préédente devient :for t0 = deb to �n

autb(A, 1) ∗ t0 + autb(B, 1)Seulement la fontion autb retourne une liste de phases (ou de boules), etl'ériture autb(A, 1) ∗ t0 + autb(B, 1) induit le alul d'une union de phases ou deboules ; pour e faire, les phases et les intervalles des deux listes doivent être o-hérents, 'est à dire que le déoupage en phases doit être similaire des deux �tésave à haque fois le même domaine de variation, et les périodes des intervallesdoivent également être similaires en taille et en nombre.Dans l'exemple préédent on a bien une telle ohérene :� les oe�ients [4, 10, 16, 7] et [3, 4, 5, 1] se déomposent haun en deux sous-phases allant de 0 à 2 et de 3 à 3 respetivement :
[4, 10, 16, 7] [3, 4, 5, 1]

0 ≤ t1 ≤ 2 0 ≤ t1 ≤ 2
6t1 + 4 ; t1 + 3 ;

3 ≤ t1 ≤ 3 3 ≤ t1 ≤ 3
7 ; 1 ;� dans les premières sous-phases on observe la même période de 1, dans les se-ondes sous-phases on observe également la même période ; on peut proéderà l'union des deux phases et on trouve :for t1 = 0 to 2

(6t1 + 4)t0 + t1 + 3 ;for t1 = 3 to 3
7t0 + 1 ;



3.7. GÉNÉRATION AUTOMATIQUE DES BOUCLES 83� les oe�ents [3, 4, 4, 4, 1] et [2, 5, 7, 9, 3] se déomposent haun en trois sous-phases allant de 0 à 0, de 1 à 3 et de 4 à 4 respetivement :
[3, 4, 4, 4, 1] [2, 5, 7, 9, 3]

0 ≤ t1 ≤ 0 0 ≤ t1 ≤ 0
3 ; 2 ;

1 ≤ t1 ≤ 3 1 ≤ t1 ≤ 3
4 ; 2(t1 − 1) + 5 ;

4 ≤ t1 ≤ 4 4 ≤ t1 ≤ 4
1 ; 3 ;� dans les sous-phases qui se orrespondent l'interpolation se fait ave unemême période. On proède à l'union des deux phases et on trouve :for t1 = 0 to 0

3t0 + 2;for t1 = 1 to 3
4t0 + 2t1 + 3; / ∗ 4t0 + 2(t1 − 1) + 5 ∗ /for t1 = 4 to 4
t0 + 3;La ohérene observée préédemment n'existe pas toujours, omme on peut levoir dans l'exemple suivant.Exemple 3.7.2 Supposons qu'on ait de nouvelles traes A = [2, 5, 3, 3, 4, 1] et

B = [8, 17, 35, 8, 5, 4] dans lesquelles on trouve une seule sous-phase, ave lesboules orrespondantes respetives suivantes :for t1 = 0 to 2 for t1 = 0 to 2
[1,−2]t2 t1 + [2, 5]t2 , 0 ≤ t2 ≤ 1 ; [0,−12,−31]t2 t1 + [8, 17, 35]t2 ;

0 ≤ t2 ≤ 2On a bien un même nombre de sous-phasses (1), le même domaine de variationpour t1 (de 0 à 2), mais les périodes des oe�ients périodiques sont di�érents (2 et
3) : on ne peut plus proéder diretement à une union. Il faut auparavant ramenerles périodes à leur ppm, mais dans e as de �gure, le ppm est égal à 6, et onn'admettra pas d'interpolation d'une telle période étant donnée la taille des traes.Pour établir la orrespondane entre deux listes de phases on a don besoinde onnaître à l'avane leurs sous-phases, et la fontion autb(t , i) seule n'est plussu�sante pour e faire. C'est pourquoi on dé�nit une nouvelle fontion notée b_autqui prend en paramètres deux traes A et B ainsi que leur niveau i, et qui renvoieen sortie l'union de boules orrespondantes. Cette fontion est dé�nie en fontion



84 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREde autb de la manière suivante :
b_aut(A,B , i) = union(autb(A, i), autb(B , i))3.7.2 Union de phasesLa fontion union a omme arguments deux listes de m1 et m2 phases, detaille tp1j et de période p1j pour la première, ave j = 0, . . . ,m1 − 1, de taille

tp2j′ et de période et p2j′ pour la seonde, ave j′ = 0, . . . ,m2 − 1. La ohéreneou enore la mise en orrespondane de es deux listes peut être garantie dansertaines onditions seulement, à savoir :
m1 = m2 et tp1j = tp2j (3.1)

m1 = 1 et p10 = 1 (3.2)
m2 = 1 et p20 = 1 (3.3)La ondition 3.1 stipule que les deux listes doivent avoir le même nombre dephases et que les tailles des sous-phases de même niveau doivent aussi être égales.S'il advient que les périodes di�èrent, on les harmonise en les ramenant à leur

ppcm si ela est possible, et sinon on lève la restrition sur le nombre minimald'intervalles interpolés.Les onditions 3.2 et 3.3 nuanent légèrement la première en admettant desnombres di�érents de phases, pourvu que l'une des traes n'ait qu'une seule phasede période 1, e qui permettra de la mettre au diapason de la deuxième trae, enterme de déoupage.Di�érents as de �gure pour l'union de listesLorsque l'une au moins des onditions requises est satisfaite, on peut proéderà l'union des listes en onsidérant à haque fois une seule phase dans haune deslistes ; soient don les phases j et j′ onsidérées respetivement dans la première etla seonde liste. On pose
nb_intj = min(nb_int1j , nb_int2j′).La fontion union porte don de manière générale sur deux boules dont lesformes sont les suivantes :for t1 = 0 to nb_int1j − 1 for t1 = 0 to nb_int2j′ − 1

[xj0, . . . , xj(p1j−1)]t2 ∗ t1 [xj′0, . . . , xj′(p2j′−1)]t2 ∗ t1
+ [yj0, . . . , yj(p1j−1)]t2 + [yj′0, . . . , yj′(p2j′−1)]t2



3.7. GÉNÉRATION AUTOMATIQUE DES BOUCLES 851. Si p1j = p2j′ = 1 :le résultat est diret, et la boule en �gure 3.9 devient :for t0 = deb to �nfor t1 = 0 to nb_intj − 1
(xj0 ∗ t1 + yj0) ∗ t0 + (xj′0 ∗ t1 + yj′0)Exemple 3.7.3 On prend A = [3, 12, 21] et B = [9, 14, 19], et on doit har-moniser les boules suivantes :for t1 = 0 to 2 for t1 = 0 to 2

9t1 + 3 ; 5t1 + 9 ;La boule inluant le niveau supérieur est don :for t0 = deb to �nfor t1 = 0 to 2
(9t1 + 3) ∗ t0 + 5t1 + 92. Si p1j = 1 le résultat devient :for t0 = deb to �nfor t1 = 0 to nb_intj − 1

(xj0 ∗ t1 + yj0) ∗ t0
+ [xj′0, . . . , xj′(p2j′−1)]t2 ∗ t1 + [yj′0, . . . , yj′(p2j′−1)]t2e qui revient à ajouter le terme (xj0 ∗ t1 + yj0) ∗ t0 à toutes les fontionsissues de baut([xj′0, . . . , xj′(p2j′−1)], [yj′0, . . . , yj′(p2j′−1)], 2), tout en mettantà jour l'indie t1.Exemple 3.7.4 On prend A = [3, 12, 21, 30] et B = [7, 6, 9, 11], et on doitharmoniser les boules suivantes :for t1 = 0 to 3 for t1 = 0 to 1

9t1 + 3 ; [2, 5]t2 t1 + [7, 6]t2 , 0 ≤ t2 ≤ 1 ;On a deux possibilités :� soit on travaille sur la deuxième sous-phase et on passe au niveau de gra-nularité suivant, on obtient alors les deux fontions périodiques 3t2+2, 0 ≤
t2 ≤ 1 pour [2, 5] et −t2 + 7, 0 ≤ t2 ≤ 1 pour [7, 6]. Les phases à harmo-niser deviennent :



86 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREfor t1 = 0 to 3 for t1 = 0 to 1
9t1 + 3 ; for t2 = 0 to 1

(3t2 + 2)t1 − t2 + 7 ;Puisque l'indie t1 de la première sous-phase varie de 0 à 3, il orrespondraà 2t1 + t2 dans l'union d'où le résultat �nal suivant :for t0 = deb to �nfor t1 = 0 to 1for t2 = 0 to 1
(18t1 + 9t2 + 3)t0 + (3t2 + 2)t1 − t2 + 7 ;
/∗(9(2t1 +t2)+3)t0+(3t2+2)t1−t2+7∗/ ;� soit on ramène la période de la première sous-phase à 2 (ppm de (1, 2))et les boules deviennent :for t1 = 0 to 2 for t1 = 0 to 1

18t1 + [3, 12]t2 , 0 ≤ t2 ≤ 1 ; [2, 5]t2 t1 + [7, 6]t2 , 0 ≤ t2 ≤ 1 ;Le oe�ient [3, 12] étant interpolé par la fontion 9t2 + 3, 0 ≤ t2 ≤ 1, onobtient au niveau de granularité suivant les boules i-dessous :for t1 = 0 to 1 for t1 = 0 to 1for t2 = 0 to 1 for t2 = 0 to 1
18t1 + 9t2 + 3 ; (3t2 + 2)t1 − t2 + 7 ;d'où le résultat �nal de l'union :for t0 = deb to �nfor t1 = 0 to 1for t2 = 0 to 1

(18t1 + 9t2 + 3)t0 + (3t2 + 2)t1 − t2 + 7 ;3. Si p2j′ = 1, de la même manière que préédemment on aura :for t0 = deb to �nfor t1 = 0 to nb_intj − 1
([xj0, . . . , xj(p1j−1)]t2 ∗ t1 + [yj0, . . . , yj(p1j−1)]t2) ∗ t0

+ (xj′0 ∗ t1 + yj′0)4. Si p1j = p2j′ et p1j 6= 1 on a :



3.7. GÉNÉRATION AUTOMATIQUE DES BOUCLES 87for t0 = deb to �nfor t1 = 0 to nb_intj − 1
([xj0, . . . , xj(p1j−1)]t2 ∗ t1 + [yj0, . . . , yj(p1j−1)]t2) ∗ t0 +

[xj′0, . . . , xj′(p1j−1)]t2 ∗ t1 + [yj′0, . . . , yj′(p1j−1)]t2'est à dire qu'on multiplie par t0 toutes les fontions issues debaut([xj0, . . . , xj(p1j−1)], [yj0, . . . , yj(p1j−1)], 2) et qu'on rajoute les fontionsorrespondantes de baut([xj0, . . . , xj(p1j−1)], [yj′0, . . . , yj(p1j−1)], 2) ; en guised'exemple, se référer au as 2, deuxième solution, à partir du moment où l'onramène les périodes des oe�ents périodiques à leur ppm.5. Si p1j 6= p2j′ :on hoisit omme nouvelle période ppcm(p1j , p2j′).Si 3 ∗ ppcm(p1j , p2j′) > tp1j alors il n'y a pas d'interpolation périodique-linéaire, et on se restreindra dans ette phase à deux intervalles de période
tp1j/2.Il arrive parfois qu'en partant de deux listes de phases répondant aux ritères3.1, 3.2 ou 3.3, on arrive à une n-ième étape d'itération où les sous-phases ne sontplus ohérentes. Dans es onditions, on passe à une harmonisation de es sous-phases.3.7.3 Harmonisation de listes de phasesOn onsidère deux traes modélisées par deux listes de phases l1 et l2 de taille

m1 et m2, m1 di�érent de m2. L'harmonisation onsiste à redéomposer les traesde départ selon les intersetions des phases trouvées en l1 et l2.Si l'intersetion onerne des phases ontenant 1 seul ou 2 éléments, la nouvellepériode est égale à 1 ; dans les autres as, elle est égale au ppm des périodes desphases intersetées, à ondition toutefois que la taille des phases soit assez grandepour ontenir au moins 3 intervalles de telle période. Sinon il n'y a pas vraimentd'interpolation périodique-linéaire et la période est mise à taille_phase/2.Exemple 3.7.5 On onsidère la fontion d'interpolation suivante, à un niveaudonné : [4, 6, 7, 8, 9, 3]t4 t3 + [6, 1, 2, 3, 4, 5]t4 , 0 ≤ t4 ≤ 5.Pour le oe�ient [4, 6, 7, 8, 9, 3], on trouve dans un premier temps 3 phases,tandis que pour le oe�ient [6, 1, 2, 3, 4, 5] on en trouve 2. Les boules orrespon-dantes sont les suivantes, respetivement :



88 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIREfor t4 = 0 to 1 for t4 = 0 to 0
2t4 + 4 ; 6 ;for t4 = 2 to 4 for t4 = 1 to 5
t4 + 5 ; t4 ;for t4 = 5 to 5
3 ;Les domaines de variation des sous-phases étant di�érents, on détermine lesintersetions qui onservent au mieux les fontions d'interpolation préédentes eton trouve 0 ≤ t4 ≤ 0 , 1 ≤ t4 ≤ 1 , 2 ≤ t4 ≤ 4 et 5 ≤ t4 ≤ 5. L'union se faitsuivant es nouveaux domaines et on obtient omme boule :for t3 = deb to �nfor t4 = 0 to 0

4t3 + 6 ;for t4 = 1 to 1
6t3 + 1 ;for t4 = 2 to 4
(t4 + 5)t3 + t4 ;for t4 = 5 to 5
3t3 + 5 ;On onstate qu'on peut terminer une harmonisation de phases ave un nombreimportant de petites sous-phases. Dans les as où l'on hoisit pour une sous-phasedonnée une période de taille_phase/2 (pas d'interpolation périodique linéaire ausens strit), on impose diretement que toutes les étapes réursives ultérieures (ba-sées sur les éléments de ette même phase) opèrent également sur taille_phase′/2'est à dire taille_phase/4, et ainsi de suite, ei a�n de limiter le nombre de pe-tites sous-phases qui pourraient en résulter.Remarque 3.7.1 L'harmonisation de phases peut être utilisée pour la omparai-son de traes, grâe à l'intersetion e�etuée au ours de l'analyse ; par exemple onpourrait reherher des phases qui se orrespondent mutuellement et qui proviennentde traes quelonques, en se basant juste sur leurs fontions d'interpolation et surles sous-phases qu'elles ontiennent.3.8 ConlusionLe modèle périodique-linéaire nous permet de représenter une trae de pro-gramme sous forme de boules imbriquées, exprimant ainsi le omportement d'un



3.8. CONCLUSION 89programme par un autre programme, qui traduit non pas la fontionnalité du pro-gramme analysé, mais plut�t la manière de remplir ette fontionnalité.C'est un modèle assez �exible puisqu'il se déline sous plusieurs on�gurations :intervalles adjaents de taille onstante, intervalles adjaents de taille variable, in-tervalles distants de taille onstante et intervalles distants de taille variable. Atravers es di�érentes on�gurations, il est possible de mettre en relief des ompor-tements onséutifs du programme ou même des omportements entrelaés, dontla durée de répétition peut varier au ours de l'exéution. De plus, les fontionsexprimant l'interpolation peuvent être soit linéaires, soit polynomiales par uneomposition de fontions linéaires.C'est un modèle extensible, ar il est possible le as éhéant de se limiter à desapproximations, d'introduire une paramétrisation des données ou enore d'e�etuerla modélisation sous forme de réurrenes linéaires périodiques.Dans la séquene de nids de boules résultante, les instrutions des boules lesplus internes sont des fontions, et les bornes des boules sont soit des onstantes,soit des fontions a�nes des indies de boules. Les fontions de niveau les plusinternes expriment les valeurs de la trae d'entrée à partir des indies de boules.C'est une représentation typique qui permet ensuite d'e�etuer des analyses avan-ées grâe à l'utilisation d'outils d'analyse statique, et le modèle d'analyse statiqueemployé est naturellement le modèle polyédrique dédié à l'analyse des nids deboules.Dans le hapitre suivant nous présentons quelques unes de es analyses, et nousverrons alors que la visualisation graphique sous forme de polyèdres, ainsi quel'arithmétique des polyèdres onstituent une rihe interfae d'aide à l'analyse et àla ompréhension. Nous montrons également omment notre approhe permet deguider et de générer des optimisations statiques ou dynamiques de programmes,telles que l'optimisation de la loalité spatiale des données ou le pré-hargementdynamique de données, e qui permet, omme on le note au passage, la mise enoeuvre d'une ollaboration entre analyse dynamique et analyse statique.



90 CHAPITRE 3. LE MODÈLE PÉRIODIQUE-LINÉAIRE



Chapitre 4Utilisation et appliations dumodèle périodique-linéaireLa plupart des appliations, qu'elles soient sienti�ques, �nanières, ommer-iales ou autres, manipulent de vastes ensembles de données qui doivent être traitéesde manière adéquate, si l'on veut pouvoir pro�ter de l'aroissement de la puissanede alul des proesseurs. Or, à ause de l'éart entre la vitesse de traitement desproesseurs d'une part, et les temps d'aès aux mémoires ahes, vives et externesd'autre part, des goulets d'étranglement se produisent assez fréquemment. L'unedes solutions à e problème ruial passe par une analyse et une amélioration duomportement mémoire des programmes, et nous illustrons dans les paragraphessuivants de quelle manière le modèle périodique-linéaire ontribue à ette analysede omportement mémoire.La setion 4.1 préise les raisons du hoix d'illustrer les appliations du modèlepériodique-linéaire par l'analyse du omportement mémoire des programmes, dansun premier temps. Après un rappel de la démarhe emloyée pour représenter lestraes étudiées, nous passons aux appliations du modèle qui onsistent en plusieursexpérimentations.En setion 4.2, nous montrons omment transformer de pointeurs en aès ta-bleaux expliites et en 4.3 nous présentons une atégorie de traes de programmesau omportement mixte, 'est à dire déterministe seulement en partie ; nous par-venons tout de même à obtenir une modélisation de es traes grâe à la formehydride du modèle périodique-linéaire.La setion 4.4 présente quelques optimisations de programmes réalisées suiteà l'appliation des instrutions de préhargement de données, sous l'impulsion denotre modélisation.Pour terminer, diverses appliations dérivées de l'adjontion du modèle poly-édrique sont présentées à la setion 4.5, à savoir : la visualisation graphique desdonnées, l'analyse de réutilisation des variables et l'analyse de la mémoire ahe.91



92 CHAPITRE 4. APPLICATIONS4.1 Modélisation du omportement mémoireLa ompréhension et la maîtrise du omportement mémoire sont des tâheslés qui permettent par exemple d'optimiser les performanes des programmes,de diminuer la onsommation en temps et en énergie plus partiulièrement desappliations embarquées, de réduire les oûts de fabriation du matériel, et enorede satisfaire les ontraintes inhérentes aux systèmes temps réel.Cette maîtrise du omportement mémoire n'est de toute évidene pas un exer-ie faile à mener, enore moins statiquement, du moment où plusieurs des aèsmémoire sont inonnus avant l'exéution, omme 'est le as pour des aès via desstrutures de type pointeurs. De plus, la omplexité roissante des arhitetureset le développement des tehniques d'alloation dynamiques onstituent égalementdes obstales quasi-impossibles à surmonter du point de vue de l'analyse statique.C'est pourquoi on utilise plut�t des instrumentations de odes pour générer despro�ls d'aès mémoire qu'on espère représentatifs du omportement à analyser,et l'un des dé�s de ette analyse réside dans la taille des traes qui peut atteindredes entaines de milliers de valeurs.A la suite de l'instrumentation, nous représentons la trae générée à l'aide dumodèle périodique-linéaire, sous la forme de boules imbriquées dont les indiesdé�nissent un espae temps multi-dimensionnel ; les éléments de la trae orres-pondent aux itérations des boules, haque boule étant assoiée à une phase duprogramme dans laquelle les aès orrespondent à des motifs linéairement dépen-dants.L'analyse des boules obtenues permet d'obtenir des informations intéressantessur le omportement du programme de départ, et partant de là, il peut s'ensuivredes stratégies visant à améliorer les programmes, ou enore des transformationsoptimisantes omme 'est le as dans les exemples qui suivent.4.2 Transformation de pointeurs en aès ta-bleaux expliitesLa spéialisation des subdivisons de mémoire dans les appliations embarquéesest une part importante dans la oneption des tels systèmes, et permet d'at-teindre les objetifs �xés en terme de performane et de onsommation énergétiqueen partiulier. Une grande attention a don été portée à l'utilisation des mémoiresbrouillons ou enore mémoires blos-notes (srath pad memories) [78℄. Ce sont desmémoires aux onsommations életriques moindres que elles des mémoires ahes,et qui possèdent en plus des latenes failement prévisibles, aratéristique extrê-mement importante pour les appliations temps-réel notamment.Plusieurs des tehniques automatiques de détermination des on�gurations dees mémoires reposent sur l'analyse de programmes à la ompilation. Malheureu-



4.2. TRANSFORMATION DE POINTEURS EN ACCÈS TABLEAUX EXPLICITES93semment, es approhes d'analyses limitent le hamp des optimisations mémoirespossibles, ar elles supposent que :� les programmes sont érits d'une manière bien struturée, dans laquelle tousles aès répétés à la mémoire surviennent dans des boules for ;� tous les aès mémoire sont générés par des référenes à des tableaux dontles indies ont des expressions a�nes.Or il n'en va pas toujours ainsi. Pour surmonter es problèmes, nous montronsomment notre modèle peut être utilisé, pour transformer par exemple des aèspointeurs en référenes tableaux.4.2.1 Instrumentation et traçageConsidérons le programme fir2dim dont la boule prinipale est donnée à la�gure 4.2. C'est un programme tiré de la suite de bans d'essai DSPstone [85℄, etqui implémente le �ltre d'une image 2D par une matrie de onvolution 3 × 3.L'instrumentation du ode a visé dans un premier temps à reueillir les valeursprises par les di�érents pointeurs parray, parray2 et parray3, et la trae présentéeà la �gure 4.1 a été obtenue en �xant à 4 le paramètre IMAGEDIM.Dans ette trae, les adresses référenées sont représentées sous forme d'entiers,et la première valeur a été soustraite de toutes les valeurs suivantes, e qui fait queles adresses analysées sont don toutes relatives à un ertain déplaement.
0 1 2 6 7 8 12 13 14 1 2 3 7 8 9 13 14 15 2 3 4 8 9 10 14 15 16 3 4 5 9 10 11 1516 17 6 7 8 12 13 14 18 19 20 7 8 9 13 14 15 19 20 21 8 9 10 14 15 16 20 21 229 10 11 15 16 17 21 22 23 12 13 14 18 19 20 24 25 26 13 14 15 19 20 21 25 2627 14 15 16 20 21 22 26 27 28 15 16 17 21 22 23 27 28 29 18 19 20 24 25 26 3031 32 19 20 21 25 26 27 31 32 33 20 21 22 26 27 28 32 33 34 21 22 23 27 28 2933 34 35Fig. 4.1 � Valeurs prises par les pointeurs parray, parray2 et parray3 dansle programme fir2dim, ave IMAGEDIM= 4.



94 CHAPITRE 4. APPLICATIONSfor (k = 0 ; k < IMAGEDIM ; k++){ for (f = 0 ; f < IMAGEDIM ; f++){poeff = &oeffiients[0℄ ;parray = &array[k*ARRAYDIM + f℄ ;parray2 = parray + ARRAYDIM ;parray3 = parray + ARRAYDIM + ARRAYDIM ;*poutput = 0 ;for (i = 0 ; i < 3 ; i++)*poutput += *poeff++ * *parray++ ;for (i = 0 ; i < 3 ; i++)*poutput += *poeff++ * *parray2++ ;for (i = 0 ; i < 3 ; i++) {*poutput += *poeff++ * *parray3++ ;poutput++ ;}} Fig. 4.2 � Boule prinipale du programme fir2dim.4.2.2 Analyse à l'aide du modèle périodique-linéaire ettransformationLes résultats présentés dans ette partie onernent la version du modèle périodique-linéaire dite des intervalles adjaents de taille onstante.1. En appliquant une première passe du modèle périodique-linéaire à la traede la �gure 4.1, on trouve la fontion d'interpolation suivante :
f1(t1) = 6 ∗ t1 + [0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 1, 2, 3, 7, 8, 9, 13,

14, 15, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15, 16, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 15, 16, 17]t2 , 0 ≤ t1 ≤ 3,
0 ≤ t2 ≤ 352. Pour la seonde dimension de l'espae temps, on s'intéresse au deuxièmeoe�ient noté b, ar il est de période supérieure à 1.

b = [0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 1, 2, 3, 7, 8, 9, 13, 14, 15,
2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15, 16, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 15, 16, 17]t2



4.2. TRANSFORMATION DE POINTEURS EN ACCÈS TABLEAUX EXPLICITES95Ave PLI on trouve :
f2(t2) = t2 + [0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, 13, 14]t3 , 0 ≤ t2 ≤ 3 et 0 ≤ t3 ≤ 83. En interpolant le oe�ient périodique [0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, 13, 14]t3 , on arriveà :

f3(t3) = 6 ∗ t3 + [0, 1, 2]t4 , 0 ≤ t3 ≤ 2, 0 ≤ t4 ≤ 24. Et en�n, le périodique [0, 1, 2]t4 est interpolé par la fontion
f4(t4) = t4, 0 ≤ t4 ≤ 2Au �nal, la trae en �gure 4.1 est représentée par les boules suivantes :for t1 = 0 to 3for t2 = 0 to 3for t3 = 0 to 2for t4 = 0 to 2

6 ∗ t1 + t2 + 6 ∗ t3 + t4 ;En faisant varier les valeurs de IMAGEDIM, nous avons pu modéliser plusieurstraes di�érentes et observer que dans tous les as, les bornes supérieures des in-dies t1 et t2 orrespondent à IMAGEDIM− 1, tandis que les oe�ients des fontionsde référene pour les indies t1 et t3 orrepondent à ARRAYDIM=IMAGEDIM+2.Remarque 4.2.1 Cette valeur de ARRAYDIM=IMAGEDIM+2 vient du fait que la ma-trie de taille ARRAYDIM × ARRAYDIM représentant l'image à �ltrer, est entourée de
0 avant l'appliation du �ltre, d'où l'ajout de es deux lignes et deux olonnes.La boule �nale générale est don elle de la �gure 4.3.for t1 = 0 to IMAGEDIM − 1for t2 = 0 to IMAGEDIM − 1for t3 = 0 to 2for t4 = 0 to 2

ARRAY DIM ∗ t1 + t2 + ARRAY DIM ∗ t3 + t4 ;Fig. 4.3 � Boules modélisant des adresses mémoires référenées à traversdes pointeurs.La fontion de référene ARRAY DIM ∗ t1 + t2 + ARRAY DIM ∗ t3 + t4 peutêtre perçue omme un aès à un tableau linéarisé, de taille (ARRAY DIM ×
ARRAY DIM), et de ette manière la fontion de référene au tableau initial dedimension 2 est de la forme array[t1 + t3][t2 + t4].



96 CHAPITRE 4. APPLICATIONS4.2.3 Autres pointeurs et résultat �nalDe la même manière que préédemment, on modélise les aès e�etués à tra-vers les pointeurs poutput et poeff ; on aboutit �nalement à une reériture de laboule prinipale de fir2dim en elle de la �gure 4.4, dans laquelle tous les aèsmémoire sont générés par des fontions de référene à un tableau de dimension 2,ave des expressions a�nes des indies des boules.for (k = 0 ; k < IMAGEDIM ; k++)for (f = 0 ; f < IMAGEDIM ; f++){output[k℄[f℄ = 0 ;for (i = 0 ; i < 3 ; i++)for (j = 0 ; j < 3 ; j++)output[k℄[f℄ += oeffiients[i℄[j℄* array[k+i℄[f+j℄ ;}Fig. 4.4 � Reériture de la boule prinipale du programme fir2dim.
4.3 Un modèle hybrideIl arrive parfois que des aratéristiques indépendantes des entrées de pro-gramme s'entrelaent ave d'autres aratéristiques dépendantes des entrées deprogramme, rendant ainsi la modélisation plus ardue, voire impossible. Dans eontexte, en faisant abstration des aratéristiques liées aux entrées de programme,on peut trouver le as éhéant un modèle hybride qui dérit le omportement li-néaire et périodique des événements non déterministes.Prenons par exemple le programme ks des bans d'essai pointer intensive[12℄, qui implémente le partitionnement de graphes à l'aide des heuristiques deKernighan-Lin ou de Kernighan-Shweikert. Dans la fontion la plus oûteuse entemps qui est FindMaxGpAndSwap, onsidérons les aès mémoire e�etués à traversle pointeur mrB. Dans la trae obtenue on remarque que :� les mêmes séquenes d'adresses sont référenées suessivement, de nom-breuses fois ;� elles sont suivies de nouvelles séquenes qui leur sont d'ailleurs semblables,ave seulement un élément en moins, et qui sont aussi référenées suessi-



4.3. UN MODÈLE HYBRIDE 97vement de manière répétée ;� au fur et à mesure qu'un élément est soustrait d'une séquene pour en formerune nouvelle, on arrive à une séquene d'un seul élément ;� ensuite, les 3 étapes préédentes reommenent sur une toute nouvelle sé-quene de numModules/2 éléments, référenée de manière suessive, et ainside suite (numModules est la seonde valeur du �hier d'entrée du programme) ;� une séquene est aédée autant de fois qu'elle a d'éléments : une séquenede 10 éléments est aédée à 10 reprises, une séquene de 9 éléments 9 fois,et ;� il n'y a pas d'interpolation périodique-linéaire pour les valeurs ontenues dansune séquene ;� les éléments extraits des séquenes au �l du proessus ne peuvent être dé-terminés à l'avane et dépendent du �hier d'entrée de programme onsidéré.Plusieurs traes de ks générées pour des �hiers d'entrée di�érents peuventêtre trouvées en [7℄. La trae dont un extrait est donné à la �gure 4.5 omprend 7grandes séquenes au total, haune d'entre elles donnant lieu à d'autres nouvellesséquenes.On voit qu'il est possible de prédire, dans e as de �gure, des aès à desséquenes non déterministes mais de tailles onnues. Le modéle hybride va onsisteren une phase d'apprentissage pour stoker es séquenes d'adresses, suivie d'unephase préditive qui donnera de manière exate les adresses suivantes. Le résultatest représenté sous forme de boules à la �gure 4.6.



98 CHAPITRE 4. APPLICATIONS4591400 4591432 4591464 4591496 4591528 4591560 4591592 4591624 4591656 45916884591400 4591432 4591464 4591496 4591528 4591560 4591592 4591624 4591656 4591688... 8 fois4591432 4591464 4591496 4591528 4591560 4591592 4591624 4591656 45916884591432 4591464 4591496 4591528 4591560 4591592 4591624 4591656 4591688... 7 fois4591432 4591496 4591528 4591560 4591592 4591624 4591656 4591688... 7 fois4591432 4591496 4591528 4591560 4591592 4591624 4591688... 6 fois4591432 4591528 4591560 4591592 4591624 4591688... 5 fois4591432 4591528 4591592 4591624 4591688... 4 fois4591432 4591528 4591624 4591688... 3 fois4591432 4591528 4591624... 2 fois4591432 45915284591432 459152845915284591384 4591464 4591656 4591496 4591560 4591592 4591688 4591624 4591432 45915284591384 4591464 4591656 4591496 4591560 4591592 4591688 4591624 4591432 4591528... 8 fois4591384 4591464 4591496 4591560 4591592 4591688 4591624 4591432 45915284591384 4591464 4591496 4591560 4591592 4591688 4591624 4591432 4591528... 7 fois.........Fig. 4.5 � Extrait de la trae du programme ks ave un premier �hierd'entrée.



4.4. PRÉCHARGEMENT DES DONNÉES 99
M = numModules/2− 1for t1 = 0 to Nfor t2 = 0 to Mfor t3 = 0 to 0 // * Phase d'apprentissage *for t4 = 0 to M − t2

T [t4] =addresses référenées ; // valeurs stokées dans un tableau de taille Mfor t3 = 1 to M − t2 // * Phase preditive *for t4 = 0 to M − t2

T [t4] ;Fig. 4.6 � modèle hybride représentant le omportement mémoire du pro-gramme ks.
4.4 Préhargement des donnéesConsidérons à présent le programme mf des bans d'essai Spe2000 [8℄, quiimplémente la gestion du tra� d'un dép�t de véhiules par l'algorithme du sim-plex. Dans e programme, la fontion prie_out_impl prend 31% du temps totald'exéution, et l'analyse de son ode soure montre que 2 instrutions prinipalesfont référene à des strutures de données dé�nies par des listes haînées. On instru-mente don le ode pour reueillir dans deux �hiers les adresses mémoire virtuellesréférenées, et on exéute le programme ave le �hier d'entrée test.in fourni parles bans d'essai.Pour les deux instrutions identi�ées, on onstruit un modèle hybride d'in-tervalles adjaents de taille variable, ontenus dans des intervalles adjaents detaille onstante. Suivant la première dimension t1 les intervalles de taille onstantesont identiques. Suivant la deuxième dimension, les tailles des intervalles suessifsroissent d'un élément à haque intervalle, et les éléments linéairement dépendantsentre intervalles suessifs di�èrent de 120 pour la première instrution, et de 192pour la seonde. De plus, à l'intérieur d'un intervalle, les valeurs sont dérémentéesde 120 dans la première trae et de 192 dans la seonde, et e jusqu'à atteindrela valeur 0. Le modèle en trois dimensions représentant entièrement la trae estprésenté sous forme de boules dans la table 4.1.Les valeurs M et N = nb_timetabled_trips − 2 varient en fontion du �hierd'entrée utilisé par le programme. La valeur M + 1 représente le nombre d'inter-valles de taille onstante dans la première dimension, tandis que la valeur N + 1représente leur taille.



100 CHAPITRE 4. APPLICATIONSProgramme :fontionopt. Modèle Orig. time Opt. time Speedupmf :prie_out_impl for t1 = 0 to Mfor t2 = 0 to nb_timetabled_trips−2for t3 = 0 to t2

120t2 − 120t3 + offset ; 512 se. 405 se. 20%equake :smvp for t1 = 0 to timesteps − 1for t2 = 0 to N − 1for t3 = 0 to 2

128t2 + 32t3 + offset ; 350 se. 262 se. 25%Tab. 4.1 � Modèle de boules imbriquées, temps d'exéution et aélération.L'analyse des traes orrespondant aux trois �hiers d'entrée test.in, train.inand ref.in fournis par les SPEC2000 permet d'identi�er les valeurs de M et Nassoiées et de valider l'adéquation du modèle. On remarque alors que les taillesdes intervalles sont données diretement par les premiers paramètres des �hiersd'entrée, et d'après la doumentation de mf e premier paramètre est dé�ni ommele nombre de planning de voyages, soit le nombre de véhiules. Il est égal à N + 2.Par ontre, le nombre d'intervalles ne peut pas être diretement relié à un para-mètre d'entrée, étant donné qu'il dépend de la vitesse de onvergene du proessusd'optimisation implémenté pour résoudre le problème de programmation linéaireposé.Cependant, on peut tout de même onstruire un modèle global, puisque les va-leurs des dimensions t2 et t3 ne dépendent pas du tout de t1. De plus, l'utilisationde e modèle pour des optimisations dynamiques n'est pas handiapée par l'igno-rane de M , ar le proessus d'optimisation s'e�etue jusqu'à la �n de l'exéutiondu programme.On utilise don les deux modèles générés pour les deux instrutions pour implé-menter un méanisme de préhargement dynamique de données, ei a�n d'amé-liorer les performanes du programme ; le proesseur ible est un Itanium-2. Leméanisme en question est onstruit omme deux fontions de préhargement dedonnées qui agissent 3 aès en avane, en fontion des adresses alulées par nosmodèles. Ces fontions sont appelées avant haque aès mémoire de la fontionprie_out_impl. En exéutant la nouvelle version du programme sur les donnéesd'entrée de référene, on arrive à des aélérations non négligeables, omme on levoit à la table 4.1 (le programme original et la version optimisée ont été ompilésave l'option −O3).



4.5. UTILISATION DU MODÈLE POLYÉDRIQUE 101De la même manière on modélise le programme equake pris dans les SPEC2000,et les résultats sont reportés à la table 4.1.4.5 Utilisation du modèle polyédriqueLe modèle polyédrique de nids de boules [36℄ est lassiquement utilisé pourl'analyse des programmes ontenant des boules imbriquées, à la manière des pro-grammes fortran. Il onsiste a représenter géométriquement des boules imbriquéessous forme de polyèdre borné (enore appelé polytope) dont les points entiers sontassoiés aux itérations des boules. Les bornes de boules dé�nissent des équationsqui à leur tour délimitent le polytope, et les oordonnées des points entiers sontdonnées par toutes les valeurs possibles des indies de boules. C'est ainsi qu'unnid de boules de profondeur d peut être représenté par un polytope de dimension
d, tandis qu'une suession de nids de boules dont les domaines de variation desindies des boules les plus externes sont disjoints sera quant à elle représentée parplusieurs polytopes disjoints.Utilisé dans le adre de l'analyse du omportement mémoire des programmes, emodèle s'avère être un outil d'aide supplémentaire et préieux pour une plus grandeompréhension, grâe aux représentations graphiques qu'il permet d'e�etuer. Ilfournit un moyen de visualisation des données au même titre que les tehniquesde visualisation développées en fouilles de données [28℄. Dans e adre, il analysela représentation sous forme de nids de boules issue de l'appliation du modèlepériodique-linéaire à une trae d'entrée.Outre les adresses mémoires, la trae de départ peut ontenir des adresses deblos mémoire, des numéros de lignes de ahe ou enore une liste de nombres dedéfauts de ahe (obtenus soit par instrumentation, soit par éhantillonnage des re-gistres d'événements du proesseur ou enore grâe à des simulateurs de ahe). Letableau de la �gure 4.7 mentionne quelques unes des aratéristiques pour lesquellesl'on peut e�etuer une représentation graphique ou exprimer paramétriquement desfontions assoiées, à l'aide du modèle polyédrique.4.5.1 Environnement d'analyseLa représentation graphique et le alul des fontions mentionnés i-dessusfont partie d'un environnement général d'outils d'analyse shématisé à la �gure4.8, intégrant les trois outils suivants :� PLI : notre outil d'interpolation périodique-linéaire.� Polylib [6℄ : librairie implémentant plusieurs fontions pour la manipulationde polyèdres, paramétrés ou non, dans l'espae des nombres rationnels.� barvinok [82, 83℄ : programme de alul du nombre de points entiers d'unpolyèdre paramétré, i.e le polyn�me d'Ehrhart [26℄ de e polyèdre.



102 CHAPITRE 4. APPLICATIONSVisualisations graphiques : Fontions paramétrées :
• phases d'aès mémoire
• aès à une addresse A • frequene des aès à une adresse A(adresse mémoire, indie de blo, . . . )
• omportement du ahe • fréquene des défauts de ahelors d'un aès à A

• adresse mémoire assoiée • addresse et distane de réutilisationà une distane de réutilisation R du teme aès mémoireFig. 4.7 � Visualisations et fontions à aluler grâe au modèle polyédrique.

Fig. 4.8 � Outils omposant l'environnement d'analyse.La trae de départ peut être transformée lors d'une phase de prétraitement, ouservir d'entrée à un simulateur matériel (simulateur de ahe par exemple), dansle but de générer une nouvelle trae d'entrée. Elle peut également être direte-ment analysée par l'outil d'interpolation périodique-linéaire et mise sous forme deboules imbriquées, lesquelles boules sont ensuite modélisées par des polytopes.Ainsi, plusieurs graphiques peuvent être représentés à partir des boules, et onpeut aluler plusieurs fontions liées aux aratéristiques du omportement duprogramme.Remarque 4.5.1 Il est aussi possible d'instrumenter les nids de boules eux-mêmeset de les exéuter a�n de générer de nouvelles traes pour d'éventuelles analysesultérieures. En e�et, on peut éviter de re-exéuter le programme original pour ob-server une autre aratéristique du omportement, ar il su�t alors de partir desnids de boules obtenus. D'autre part, on peut ontourner et résoudre un problèmemathématique omplexe en générant la trae de ses solutions et en e�etuant plut�tla modélisation sur elle-i.



4.5. UTILISATION DU MODÈLE POLYÉDRIQUE 1034.5.2 Visualisations et alul de fontions paramétréesPhases d'aès mémoireOn onsidère une trae d'entrée, onstituée d'adresses mémoire suessivementréférenées au ours d'une exéution de programme, soit en leture soit en éri-ture. Après appliation du modèle périodique-linéaire, on obtient une séquene deboules imbriquées où les boules les plus internes représentent un polyn�me dontles variables sont les indies de boules et dont les valeurs alulées sont elles dela trae d'entrée. On rappelle que tous les indies de boules dé�nissent ensembleun espae-temps multidimensionnel, selon un ordre lexiographique qui déterminepar ailleurs l'ordre d'aès aux adresses mémoire.Cette représentation met en exergue le omportement mémoire du programmedont le pro�l d'aès mémoire a été analysé, et fait aussi apparaître les élémentssuivants :� les répétitions de motifs linéairement dépendants et de séquenes d'aès àla mémoire, de même que le nombre de telles répétitions,� la fréquene d'apparition des aès mémoire linéairement dépendants ou plu-t�t leur périodiité, qui est une fontion de l'étendue du domaine de variationdes indies de boules,� les relations linéaires entre adresses mémoire dont les aès sont égalementespaés, données par les fontions dans les boules les plus internes,� la séquene de phases imbriquées aratérisées par les propriétés préédentes,donnée par la suession de boules imbriquées.Puisque toutes les boules imbriquées générées peuvent être représentées pardes polytopes, haun de es polytopes est assoié à une phase du omportementd'aès à la mémoire ; dans haque phase, des motifs d'aès mémoire linéairementdépendants sont aédés et une représentation graphique des polytopes assoiésfournit alors une représentation visuelle laire de e omportement mémoire.Cas étudié :Reprenons le programme fir2dim (voir �gure 4.2) de la suite de bans d'essaiDSPStone [85℄, instrumenté ette fois ave IMAGEDIM= 100 pour obtenir une traedes pointeurs parray, parray2 et parray3. Sahant que les objets pointés onthaun une taille de 4 otets, on divise haque valeur de la trae par 8 pour obtenirles référenes aux blos mémoire qui ont eux une taille de 32 otets.Soit don une trae de 90000 aès suessifs aux blos mémoire ; le modèlepériodique-linéaire produit les boules de la �gure 4.9, qui représentent exate-ment toute la trae d'entrée.Les itérations des dimensions t1, t2, t3 sont representées omme les points en-tiers ontenus dans les deux polytopes de la �gure 4.10, qui sont dé�nis par les
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offset = 530832 ;for t1 = 0 to 99for t2 = 0 to 49{ for t3 = 0 to 2{ for t4 = 0 to 1aessed_blok = 51t1 + t2 + 51t3 + offset ;for t4 = 2 to 2aessed_blok = 51t1 + t2 + 51t3 + 1 + offset ;}for t3 = 3 to 5{ for t4 = 0 to 1aessed_blok = 51t1 + t2 + 51t3 − 153 + offset ;for t4 = 2 to 2aessed_blok = 51t1 + t2 + 51t3 − 152 + offset ;}}Fig. 4.9 � Boules imbriquées représentant les aès aux blos mémoire.inéquations 4.1 :
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(4.1)Chaque polytope représente une phase di�érente d'aès aux blos, selon lalassi�ation du modèle périodique-linéaire, et haque phase est assoiée à uneboule di�érente indiée par t3.En fontion de la granularité hoisie, haque point entier représente 3 aès auxblos mémoire, orrespondant à 3 itérations des boules en t4. L'ordre d'aès estdonné par l'ordre lexiographique de t1, t2, t3.A partir de ette représentation à l'aide de polytopes, plusieurs autres infor-mations peuvent être mises en évidene.Fréquene d'aèsLes points entiers assoiés aux aès à une adresse mémoire A sont dé�nisomme les points ontenus dans les intersetions de haque polytope ave les hyper-plans dé�nis par les équations stipulant que les fontions de référenes des boulesles plus internes sont égales à A. Ces ensembles sont représentés par des hyperplansqui oupent les polytopes.
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Fig. 4.10 � Polytopes representant deux phases d'aès aux blos mémoire.
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Fig. 4.11 � Plans représentant les aès au blo mémoire 534332.Exemple 1 On veut identi�er tous les aès au blo mémoire 534332. Il s'agit despoints entiers des polytopes en �gure 4.10 qui appartiennent également aux plansdé�nis par les équations 4.2














51t1 + t2 + 51t3 + offset = 534332
51t1 + t2 + 51t3 + 1 + offset = 534332
51t1 + t2 + 51t3 − 153 + offset = 534332
51t1 + t2 + 51t3 − 152 + offset = 534332

(4.2)Ces plans sont représentés à la �gure 4.11.On peut dé�nir la fréquene d'aès à une addresse A (onsidérée omme un



106 CHAPITRE 4. APPLICATIONSparamètre inonnu), omme étant le nombre de points entiers assoiés aux aèsà ette adresse. C'est don aussi le nombre de points entiers ontenus dans uneunion paramétrée de polytopes, dé�nie par intersetion des polytopes initiaux etd'hyperplans : les polytopes de l'intersetion sont eux assoiés aux boules, etles hyperplans sont déterminés par les équations indiquant que les polyn�mes desboules les plus internes sont égaux à A.Ce nombre de points entiers s'exprime sous la forme de plusieurs polyn�mesd'Ehrhart, orrespondant à des intervalles disjoints de valeurs de A, et le alul dees polyn�mes d'Ehrhart se fait à l'aide du programme barvinok et de la librairiepolyédrique Polylib.En�n, l'expression symbolique de la fréquene d'aès qui en résulte peut servirpour des analyses symboliques, ou pour générer plusieurs représentations visuellesdes informations analysées, simplement en instaniant les paramètres.Exemple 2 Pour onnaître le nombre d'aès à un blo mémoire B, on doit alulerle nombre de points entiers ontenus dans l'union de polytopes paramétrés par Bqui suit :
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B ≥ 0
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51t1 + t2 + 51t3 + 1 + offset = B
B ≥ 0
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B ≥ 0
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51t1 + t2 + 51t3 + 1 − 152 + offset = B
B ≥ 0

































4.5. UTILISATION DU MODÈLE POLYÉDRIQUE 107La solution est une liste de 16 polyn�mes d'Ehrhart dé�nis sur 16 intervallesadjaents de valeurs de B. Notamment, tous les blos B ompris entre 530935 et
530983 sont référenés 18 fois, à l'exeption des blos pour lesquels B mod 51 = 23qui eux sont référenés 6 fois, et des blos tels que B mod 51 = 24 qui sont réfé-renés à 12 reprises.Grâe à es polyn�mes, de nombreux graphiques peuvent don être représentés,à l'instar des histogrammes de fréquenes d'aès pour des intervalles quelonquesde B (voir �gure 4.12).
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block addressesFig. 4.12 � Fréquenes d'aès aux blos pour les blos mémoire entre 535550et 536033.
Analyse de la mémoire aheOutre les adresses mémoire référenées par un programme, l'on dispose d'autresinformations pour aratériser le omportement mémoire, telles que les défauts deahe générés par les aès. C'est ainsi qu'à la plae de traes d'adresses mémoire,on peut analyser des traes de défauts de ahe, ontenant le nombre de défauts deahe identi�és après haque aès mémoire. Il est intéressant de noter que les mo-dèles générés par l'approhe d'interpolation périodique-linéaire peuvent ollaborerpour l'assoiation des adresses mémoires et des défauts de ahe orrespondants.En e�et, haune des traes de départ ontenant le même nombre d'éléments, lesdeux séquenes de nids de boules générées par le modèle périodique-linéaire repré-sentent le même nombre d'itérations, et le ieme aès mémoire orrespond au iemenombre de défauts de ahe. Le passage d'un modèle à l'autre est ensuite assurépar onversion des indies de boules.



108 CHAPITRE 4. APPLICATIONSPour générer une trae ontenant le nombre de défauts de ahe survenus aprèshaque aès mémoire, on utilise soit un simulateur de ahe, soit les registresd'événements du proesseur durant l'exéution du programme. L'avantage du si-mulateur est de pouvoir onsidérer plusieurs on�gurations de ahe, et générerrapidement les traes orrespondantes. Nous avons don utilisé le simulateur deahe DineroIV [4℄ qui prend en entrée une trae d'adresses mémoire et permet desimuler plusieurs on�gurations habituelles de ahe.Ii enore, d'autres analyses peuvent être e�etuées en instrumentant et en exé-utant les boules imbriquées obtenues par le modèle périodique pour générer denouvelles traes. C'est ainsi que les boules imbriquées issues de notre approhe demodélisation permettent de onstruire un simulateur qui dispense de re-exéuter leprogramme analysé ave di�érentes instrumentations : toute information déduitedes aratéristiques du omportement déjà modélisé est andidate pour une modé-lisation périodique-linéaire. A la suite de l'instrumentation des boules imbriquéesdéjà générées, une exéution du programme résultant fournit une nouvelle trae àanalyser, à la reherhe de nouvelles informations.Exemple 3 Nous avons simulé un ahe à plaement diret de 32KB ontenant
1024 lignes et fontionnant suivant la politique LRU, et nous avons utilisé DineroIVpour produire le nombre total de défauts de ahe après haque aès mémoire. Latrae résultante est modélisée ave notre outil PLI sous la forme des boules pré-sentées à la �gure 4.14, représentant la plus grande phase englobant 96% de tousles aès mémoire.Une analyse attentive de es boules imbriquées montre que les aès mémoiregénérant des défauts de ahe orrespondent aux premières itérations des boulesles plus internes, puisque le nombre de défauts de ahe reste onstant à l'intérieurde es boules internes.On représente graphiquement es défauts de ahe omme des polytopes dontles points entiers sont assoiés à des adresses mémoires suessives, et dans les-quels les surfaes grisées (�gure 4.13) représentent les aès provoquant des éhesde ahe.A partir des boules obtenues, on peut également déterminer de manière préisequels sont les aès qui génèrent des défauts de ahe (voir table 4.2), et déduirela distane entre deux adresses onséutives provoquant des éhes.Par ailleurs, les adresses de blos dont les référenes provoquent des éhespeuvent être identi�ées en transformant les indies d'aès mémoire en indies desboules de la �gure 4.9, où haque itération en t1 en ontient 900 autres (pour
t2, t3, t4), haque itération en t2 en ontient 18 autres (pour t3, t4), et. Soit unindie d'aès mémoire I, les indies (t1, t2, t3, t4) orrespondant pour les boulesdes adresses de blos sont alulés de la manière suivante :
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Fig. 4.13 � Polytopes représentant le omportement au niveau des défautsde ahe.
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⌊

I
900

⌋

t2 =
⌊

I mod 900
18

⌋

t3 =
⌊

(I mod 900) mod 18
6

⌋

t4 = ((I mod 900) mod 18) mod 6Par exemple le 29186eme aès mémoire, qui génère un défaut de ahe ommeil est mentionné à la table 4.2, est un aès au blo mémoire dont les indies d'aèsdans la boule en �gure 4.9 sont :
29186 −→











































t1 =
⌊

29186
900

⌋

= 32

t2 =
⌊

29186 mod 900
18

⌋

= 21

t3 =
⌊

(29186 mod 900) mod 18
6

⌋

= 1

t4 = ((29186 mod 900) mod 18) mod 6 = 2e qui orrespond à un aès au blo d'adresse :
51 × 32 + 21 + 51 × 1 + 1 + 530832 = 532537.



110 CHAPITRE 4. APPLICATIONSindies d'aès mémoire des indies de boulesdéfauts de ahe
3600t0 + 72t1 − 943200
3600t0 + 72t1 − 943174

263 ≤ t0 ≤ 286
0 ≤ t1 ≤ 12

3600t0 + 72t1 − 943200
3600t0 + 72t1 − 943192

263 ≤ t0 ≤ 286
13 ≤ t1 ≤ 24

3600t0 − 941400
3600t0 − 941394
3600t0 − 941338

263 ≤ t0 ≤ 286

3600t0 + 72t1 − 948312
3600t0 + 72t1 − 948250

263 ≤ t0 ≤ 286
97 ≤ t1 ≤ 107

3600t0 + 72t1 − 948312
3600t0 + 72t1 − 948268

263 ≤ t0 ≤ 286
108 ≤ t1 ≤ 120Tab. 4.2 � Aès mémoires provoquant des défauts de ahe.Pour onnaître le nombre de défauts de ahe ausés par une référene à un blomémoire B, une analyse direte des boules i-dessus et l'utilisation des formules deonversion entraînent des aluls et des réponses assez omplexes, prinipalementà ause de leur non-linéarité.Un autre moyen onsiste alors à instrumenter les boules en �gure 4.14 pouronstruire un simulateur, et les exéuter pour générer une trae de toutes lesadresses de blos provoquant des défauts de ahe. La modélisation de ette der-nière trae sous forme de boules permet ensuite de aluler le nombre de défautsde ahe ausés par la référene au blo mémoire B.Pour le simulateur, nous avons implémenté une fontion de onversion qui al-ule à partir d'une valeur ourante des indies (t0, t1, t2, t3), les adresses de blosorrespondantes. Cette fontion utilise la table 4.2, les formules donnant les indiesorrespondant aux boules de la �gure 4.9 et les fontions d'adresses des boulesles plus internes de la même �gure. La trae générée est modélisée par l'approhepériodique-linéaire, qui fournit les boules présentées à la �gure 4.15.Le nombre de défauts de ahe provoqués par les référenes à un blo mémoire

B est donné par le polyn�me d'Ehrhart de l'union des polytopes dé�nis par lesboules imbriquées de la �gure 4.15, limités aux points où les blos aédés sontégaux à B. La solution donnée par barvinok/Polylib est une liste de 28 polyn�mesd'Ehrhart dé�nis sur autant d'intervalles de valeurs de B. L'histogramme des fré-quenes de défauts de ahe par adresses de blos entre 531036 et 532000 se déduitde es polyn�mes et est présenté à la �gure 4.16.
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for t0 = 263 to 286{ for t1 = 0 to 12{ for t2 = 0 to 25#ahe_misses = 51t0 + t1 + 77 ;for t2 = 26 to 71#ahe_misses = 51t0 + t1 + 78 ;}for t1 = 13 to 24{ for t2 = 0 to 7#ahe_misses = 51t0 + t1 + 77 ;for t2 = 8 to 71#ahe_misses = 51t0 + t1 + 78 ;}for t1 = 25 to 30#ahe_misses = 51t0 + 102 ;for t1 = 31 to 86#ahe_misses = 51t0 + 103 ;for t1 = 87 to 96#ahe_misses = 51t0 + 104 ;for t1 = 97 to 107{ for t2 = 0 to 61#ahe_misses = 51t0 + t1 + 7 ;for t2 = 62 to 71#ahe_misses = 51t0 + t1 + 8 ;}for t1 = 108 to 120{ for t2 = 0 to 43#ahe_misses = 51t0 + t1 + 7 ;for t2 = 44 to 71#ahe_misses = 51t0 + t1 + 8 ;}}Fig. 4.14 � Boules représentant l'aroissement du nombre de défauts deahe après haque aès mémoire entre le 3601ieme et le dernier.



112 CHAPITRE 4. APPLICATIONSfor t0 = 0 to 23{ for t1 = 0 to 12for t2 = 0 to 1aessed_blok = 204t0 + 4t1 + 53t2 + 531036 ;for t1 = 13 to 24for t2 = 0 to 1aessed_blok = 204t0 + 4t1 + 52t2 + 531037 ;for t1 = 25 to 26aessed_blok = 204t0 + 51t1 + 529863 ;for t1 = 27 to 38for t2 = 0 to 1aessed_blok = 204t0 + 4t1 − 51t2 + 531085 ;for t1 = 39 to 50for t2 = 0 to 1aessed_blok = 204t0 + 4t1 − 50t2 + 531085 ;for t1 = 51 to 51aessed_blok = 204t0 + 531289 ;}Fig. 4.15 � Boules représentant les adresses de blos dont les aès pro-voquent des défauts de ahe.
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4.6. CONCLUSION 113mémoire. On onstruit un simulateur en instrumentant les boules représentantles aès aux adresses mémoire et en les exéutant, on obtient une trae de toutesles distanes de réutilisation. Cette trae est ensuite modélisée par notre approhepériodique-linéaire. C'est ainsi que pour tout aès mémoire indié par t, l'adressede blo orrespondante et la distane de réutilisation s'obtiennent respetivementpar onversion de t en indies des boules représentant les aès aux blos mémoire,et en indies des boules représentant les distanes de réutilisation.4.6 ConlusionA travers les di�érents types d'appliations présentées i-dessus, nous avons puillustrer de manière onrète omment se fait l'utilisation du modèle périodique-linéaire dans l'analyse des traes de programmes. Lors des di�érentes expérimenta-tions réalisées sur les programmes issus des bans d'essai et en partiulier sur euxprovenant des SPEC2000 [8℄, nous avons onstaté qu'un nombre important d'aèsvia pointeurs se modélisent très simplement selon les di�érentes on�gurations denotre modèle, e qui montre la pertinene du modèle périodique-linéaire pour lamodélisation des aès mémoire.En faisant intervenir le modèle polyédrique sur les boules issues de notre mo-délisation, nous avons obtenu une représentation plus expliite enore du ompor-tement du programme analysé, à savoir une représentation graphique.Les nombreuses possibilités d'analyses o�ertes par le modèle polyédrique nousont permis également d'étendre le hamps d'appliations de la modélisation périodique-linéaire à l'analyse de réutilisation de variables, l'analyse de la mémoire ahe, et.De ette manière a pu se développer la mise en oeuvre d'une ollaboration fru-tieuse entre analyse statique et analyse dynamique.Faisant suite à e hapitre, nous présentons dans le hapitre suivant une vued'ensemble du logiiel PLI (Périodi-Linear Interpolation) que nous avons implé-menté au ours de e travail, de même que les prinipales ommandes d'utilisationorrespondant aux di�érentes on�gurations du modèle périodique-linéaire.
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Chapitre 5Implémentation de PLI :Periodi-Linear InterpolationLe logiiel PLI est érit en langage C et ontient les di�érentes fontions d'ana-lyse de données qui implémentent le modèle périodique-linéaire et ses extensions.Dans sa version atuelle il s'exéute en mode ommandes sur les systèmes Unix etLinux, et prend en entrée un �hier de type asii sur lequel il e�etue les opéra-tions indiquées par l'utilisateur, à travers des options. Le �hier de traes doit êtreonstitué de valeurs entières, séparées par un ou plusieurs espaes. En �n d'analyse,le logiiel enregistre les résultats obtenus dans des �hiers de type asii ou xml.5.1 FontionnementDans sa forme la plus simpli�ée, une ommande se présente omme suit :
./pli − m modèle_reherhé − i �hier_de_trae − o �hier_résultatLemodèle_reherhé orrespond à l'une des on�gurations du modèle périodique-linéaire et peut prendre les valeurs suivantes :� af lorsque la reherhe porte sur des intervalles adjaents de taille �xe ;� av pour les intervalles adjaents de taille variable ;� df lorsqu'il s'agit de reherher des intervalles distants de taille �xe ;� dv pour les intervalles distants de taille variable.L'identi�ation de motifs répétés dont nous avons développé une première ver-sion en [25℄ se trouve assez failement reproduite dans le adre du présent modèle,ar la reherhe de motifs répétés s'e�etue omme pour les on�gurations préé-dentes, ave les paramètres suivants : 115



116 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE PLI� ar pour les motifs adjaents ;� dr pour les motifs distants.Exemple 5.1.1 On rée le �hier de trae exemple1 suivant :3 3 7 13 11 23 15 33 19 43 23 53On lane ensuite l'exéution de PLI sur e �hier, et on édite le �hier résultatnommé result1 ainsi qu'il suit :$ ./int/pli -m af -i exemple1 -o result1noise level=0.000000omp.time (CPU) 0.000000 seondsreal 0.280000user 0.000000sys 0.000000$ at result1sequene of 12 elements(nbpi : number of points interpolated at least 3 times)phase : [0, 11℄(period = 2, 12 points, nbpi = 2/2, 0/10 errs or 0.000000 %)[4, 10℄ X + [3, 3℄ ( X = 0..5 )Exemple 5.1.2 On onsidère à présent la trae �r2dim_blos_32_100.txt de taille
615Ko, extraite du programme fir2dim des bans d'essai DSPStone [85℄ et dispo-nible en [?℄. On y reherhe une interpolation périodique-linéaire suivant la on�-guration des intervalles adjaents de taille �xe et on obtient les résultats suivants :$./int/pli -m af -i fir2dim_blos_32_100.txt -o resfir2noise level=0.000000omp.time (CPU) 760.700000 seondsreal 960.250000user 0.970000sys 759.870000



5.1. FONCTIONNEMENT 117$ at resfir2sequene of 90000 elements(nbpi : number of points interpolated at least 3 times)phase : [0, 89999℄ (period = 900, 90000 points, nbpi = 900/900,0/89100 errs soit 0.000000 %)La fontion d'interpolation périodique ne peut être réprésentée ii à ause de lapériode élevée, mais elle est de la forme [51]X + B où B est un nombre périodiquede 900 éléments.5.1.1 Autres optionsPlusieurs options de la ommande d'exéution permettent de réaliser les exten-sions du modèle périodique-linéaire au as approximatif, ou enore au modèle deréurrenes linéaires périodiques. Parmi es options, on a :1. −e pourentageoù pourentage est une valeur omprise entre 0 et 1, représentant le tauxd'erreurs tolérées dans les intervalles, ou enore le pourentage de points noninterpolés pouvant être admis dans une phase ;2. −d ordre_réursionette option est utlisée pour la reherhe des réurrenes linéaires-périodiques,et la valeur de ordre_réursion orrespond à l'ordre de réursion souhaité.Si la trae onsidérée n'a pas su�samment d'éléments pour l'ordre indiqué,on e�etue tout de même l'analyse, mais selon l'ordre maximal possible ;3. −l �hier_resultatii, on demande d'e�etuer la génération automatique des boules orrespon-dantes au modèle analysé. Le résultat sera stoké dans deux �hiers de typeasii et xml respetivement, dont les noms sont indiqués par �hier_resultat.Le nom �hier_resultat doit être di�érent de elui qui est spéi�é à la suitede −o ;4. −sette option permet de lister les phases dans le �hier résultat par ordre debornes de domaines roissants.



118 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE PLIL'exemple suivant porte sur l'option −d relative à l'extension RPLI, 'est à direle modèle de réurrenes périodiques-linéaires.Exemple 5.1.3 On rée un autre �hier nommé exemple2 dont le ontenu est lesuivant : 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377On lane PLI à la reherhe d'interpolations réurrentes périodiques-linéaired'ordre 2 et on édite ensuite le �hier résultat spéi�é lors de la ommande, ommeprésenté i-dessous ;$ ./int/pli -m af -i exemple2 -o result2 -d 2noise level=0.000000omp.time (CPU) 0.000000 seondsreal 0.040000user 0.000000sys 0.000000$ at result2RPLI of order 2, sequene of 15 elements,(nbpi : number of points interpolated at least 3 times)phase : [0, 14℄(period = 1, depth = 2, 15 points, nbpi = 1/1,0/14 errs i.e. 0.000000 %)C == COEFFICIENTS MATRIX OF RECCURRENCE AS FOLLOWS :| 1 1 0 |U == INITIAL VALUES MATRIX FOR INDICES i=1..0 :U_1[i℄| 1 || 0 |CONSTANT | 1 |for t1 = 2 .. 14for t2 = 1..1U_(t2)[(t1)℄ = SUM(j=0..1)[C_((t2)j)*U_(t2)[t1-j-1℄℄+ C_((t2)2)



5.2. LES FONCTIONS PRINCIPALES DE PLI 1195.2 Les fontions prinipales de PLILes traes à analyser sont onstituées de valeurs entières. Comme il est possibleque ertaines de es valeurs soient supérieures au plus grand entier représentablesur la mahine utilisée, la plupart des fontions de traitement sont implémentéesdans PLI en deux versions : une version pour les entiers représentables et unedeuxième version utilisant la librairie GMP [5℄.Après l'interprétation de la ommande utilisateur, la première fontion quiintervient est la leture du �hier de trae.5.2.1 Leture de la traeLe �hier d'entrée doit être onstitué de valeurs entières, séparées par des es-paes ; dans le as ontraire, la fontion de leture signale l'erreur et met �n àl'exéution.Par défaut, 'est la version pour entiers représentables qui est exéutée et dansle as où l'on renontre des entiers supérieurs à INT_MAX, le programme est in-terrompu et un message indique à l'utilisateur de le relaner ave les versions GMP('est à dire qu'il faut utiliser ./bigint/pli au lieu de ./int/pli pour introduire lesommandes).Les éléments de la trae sont intégralement stokés en mémoire dans un tableaude dimension 1.5.2.2 Calul d'autoorrélationsLa fontion qui implémente le alul des autoorrélations utilise la formule del'autoorrélation simple (voir équations 2.13, 2.12), et se limite à l'ordre k = n/3,
n étant la taille de la trae et les xi étant ses éléments.Cette fontion retourne la valeur de l'ordre d'autoorrélation maximale, etstoke dans un tableau les di�érentes valeurs d'autoorrélation alulées. Elle estappelée à partir de la fontion de reherhe de phases présentée à la setion sui-vante.5.2.3 Reherhe de phasesC'est ii que se traite prinipalement l'analyse de la trae ; la majorité des ap-pels aux di�érentes autres fontions de PLI y est e�etuée.Le premier appel se fait vers la fontion de alul d'autoorrélations, et le ta-bleau des oe�ients obtenu en retour va être parouru n/3 fois ; à haque parours,



120 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE PLIla position du nouveau plus grand oe�ient est retenue, ar elle indique la périodedes intervalles à reherher.Chaque période testée est envoyée omme paramètre à une autre fontion implé-mentant l'un des algorithmes du modèle périodique-linéaire présentés au hapitre
3, en tenant ompte de la on�guration reherhée.Chaune de es fontions e�etue une reherhe de phase et retourne la plusgrande phase identi�ée, pour la période indiquée.A haque retour d'une de es fontions, la valeur de la phase maximale estmise à jour en omparaison ave la phase préédente, et on obtient à la �n de tousles parours la plus grande phase identi�ée. Celle-i est extraite de la trae et lafontion de reherhe de phase reommene de manière réursive sur les élémentsrestants de la trae.Remarque 5.2.1 Si à une étape donnée de la réursion il n'y a pas de phase d'aumoins trois intervalles interpolés, on lève la restrition sur le nombre d'intervallesminimum et on e�etue une interpolation de période n/2.La fontion fait ensuite appel à d'autres fontions d'ériture qui vont enregis-trer les résultats dans le �hier de sortie ; es fontions d'ériture reçoivent ommeparamètres la période et la on�guration des intervalles identi�és.5.3 Génération automatique de boulesLe résultat d'une exéution simpli�ée de PLI, 'est à dire limitée au premierniveau hiérarhique i = 0, omporte des phases pouvant être déomposées en sous-phases. Pour atteindre le niveau le plus bas et don obtenir les boules imbriquéesreprésentant la trae étudiée, les di�érentes sous-phases doivent elles-mêmes ser-vir d'entrée à PLI au ours de nouvelles exéutions. Ces itérations manuelles del'exéution pouvant s'avérer fastidieuses, nous avons implémenté pour les éviterdes fontions de génération automatique des boules �nales, aessibles via l'op-tion −l de la ommande d'exéution. Les prinipales d'entre elles sont présentéesi-dessous.5.3.1 Développement des sous-phasesCette première fontion utilise le �hier résultat du premier niveau hiérarhique
i = 0, lequel ontient toutes les phases identi�ées pour la trae.



5.3. GÉNÉRATION AUTOMATIQUE DE BOUCLES 121La tâhe à e�etuer (que nous appellerons T ) onsiste à exéuter PLI sur toutesles sous-phases de e premier �hier, e qui devrait résulter en la réation de 2m0nouveaux �hiers de phases (ou moins), m0 étant le nombre de phases du �hier deniveau i = 0. Par la suite T doit être appelée réursivement sur es 2m0 nouveaux�hiers, e qui entraîne la réation de 2m0 ∗ 2m1 autres �hiers, et ainsi de suite(voir �gure 5.1).

Fig. 5.1 � Croissane du nombres de �hiers pour l'exéution réursive de TA�n d'éviter ette trop grande roissane des �hiers intermédiaires, nous hoi-sissons de n'en réer que deux à haque nouvelle étape i : toutes les sous-phasesrésultantes des premiers oe�ients périodiques (oe�ients en x) sont rassembléesen un seul �hier, de même pour elles qui résultent des seonds oe�ients pé-riodiques. Par exemple, pour un �hier résultat de niveau i = 0, on va réer deux�hiers nommés resultata et resultatb.On obtient ainsi une arboresene binaire de �hiers omme ela est illustré àla �gure 5.2.



122 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE PLI

Fig. 5.2 � Arboresene de �hiers issus de TExemple 5.3.1 On onsidère un �hier exemple3 dont le ontenu est le suivant :3 4 5 1 7 14 21 8 11 24 37 15 2 5 7 9 3 5 9 11 13 4 8 13 15 175 11 17 19 21 6On exéute PLI ave l'option -l et parmi les �hiers obtenus, on a le �hierresult3 suivant, qui orrespond au niveau i = 0 :sequene of 32 elements(nbpi : number of points interpolated at least 3 times)phase : [0, 11℄ (period = 4, 12 points, nbpi = 4/4,0/8 errs soit 0.000000 %)[4, 10, 16, 7℄ X + [3, 4, 5, 1℄ ( X = 0..2 )phase : [12, 31℄ (period = 5, 20 points, nbpi = 5/5,0/15 errs soit 0.000000 %)[3, 4, 4, 4, 1℄ X + [2, 5, 7, 9, 3℄ ( X = 0..3 )On obtient également un �hier nommé result3a, ontenant les résultats d'inter-polation périodique-linéaire de tous les premiers oe�ients périodiques de result3 ://$ 4 10 16 7 ¿phase : [0, 2℄ (period = 1, 3 points, nbpi = 1/1,0/2 errs soit 0.000000 %)[6℄ X + [4℄ (X = 0..2)



5.3. GÉNÉRATION AUTOMATIQUE DE BOUCLES 123phase : [3, 3℄ (période= 1, 1 point)[0℄X + [7℄, (X = 0..0)//$ 3 4 4 4 1 ¿phase : [0, 0℄ (période= 1, 1 point)[0℄X + [3℄, (X = 0..0)phase : [1, 3℄ (period = 1, 3 points, nbpi = 1/1,0/2 errs soit 0.000000 %)[0℄ X + [4℄ (X = 0..2)phase : [4, 4℄ (période= 1, 1 point)[0℄X + [1℄, (X = 0..0)On a également un �hier nommé result3b, ontenant les résultats d'interpola-tion périodique-linéaire de tous les seonds oe�ients périodiques de result3 :( //$ 3 4 5 1 ¿phase : [0, 2℄ (period = 1, 3 points, nbpi = 1/1,0/2 errs soit 0.000000 %)[1℄ X + [3℄ (X = 0..2)phase : [3, 3℄ (période= 1, 1 point)[0℄X + [1℄, (X = 0..0)//$ 2 5 7 9 3 ¿phase : [0, 0℄ (période= 1, 1 point)[0℄X + [2℄, (X = 0..0)phase : [1, 3℄ (period = 1, 3 points, nbpi = 1/1,0/2 errs soit 0.000000 %)[2℄ X + [5℄ (X = 0..2)Ce hoix de ne réer que deux �hiers à haque niveau i impose don de traiterla totalité des phases de même niveau avant de desendre dans la hiérarhie, equi onstitue un obstale à un traitement parallèle qui pourrait se baser sur letraitement omplet d'une seule phase à la fois, jusqu'au niveau hiérarhique le plusélevé.Cependant, notre hoix se justi�e à nouveau, dans la mesure où la tâhe T este�etuée de manière réursive : le traitement omplet d'une seule phase à la fois



124 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE PLIdemanderait de onnaître en totalité les di�érents �hiers issus de l'interpolationdes oe�ients périodiques, et ela ontredit le fait de ne traiter qu'une seule phaseà la fois.La tâhe T qui vient d'être détaillée est on�ée à une autre fontion ; au retourde ette fontion on dispose, en plus de l'arboresene des �hiers réés, d'une listehaînée ontenant les bornes de l'ensemble des phases et sous-phases orrespondantà la trae de départ.Ayant don la possibilité d'identi�er dans ette liste la sous-liste de haquephase identi�ée au niveau i = 0, on appelle l'une des fontions qui implémententl'union des phases selon la méthode présentée au hapitre 3, et e pour haune dees sous-listes.
5.4 Conlusion et développements ultérieursLe développement du logiiel PLI s'est e�etué tout au long de la onstrutiondu modèle périodique-linéaire, et l'outil s'est vu onsidérablement restruturé enfontion de la progression de notre travail. C'est l'une des raisons pour lesquellesil omporte un grand nombre de fontions, par soui de modularité. Cela expliqueaussi le fait que ertaines parties aient quelquefois requis une quantité de travailnon négligeable, pour ensuite devoir être abandonnées pare que l'idée motriel'était aussi.D'autres fontions enore omme elles relatives aux extensions du modèle ontété érites dans une version simpli�ée, et sont don suseptibles d'être davantageapprofondies.Dans l'ensemble, nous envisageons un ertain nombre de perspetives pour desdéveloppements ultérieurs et l'évolution du logiiel.5.4.1 La parallélisation des fontionsPlusieurs traitements au ours de l'exéution peuvent être parallélisés, ommela reherhe de phases suivant des périodes di�érentes. Sur une arhiteture mul-tiproesseurs, la reherhe selon une période donnée peut très bien être on�ée àun proesseur, e qui réduirait le temps de alul. Au niveau du alul des boules�nales orrespondant à la trae d'entrée, ertains traitements peuvent aussi se fairede manière indépendante.



5.4. CONCLUSION ET DÉVELOPPEMENTS ULTÉRIEURS 1255.4.2 La gestion des données en mémoirePour l'instant les traes sont intégralement gérées en mémoire et stokées dansun tableau. Nous envisageons un autre mode de stokage à la plae, omme parexemple une base de données et un gestionnaire adéquat permetant d'y aéderle plus rapidement possible et de manière optimisée. On aurait ainsi l'avantage depouvoir traiter des traes de taille enore plus élevée.Par ailleurs, la plupart des données intermédiaires obtenues lors de la géné-ration automatique de boules imbriquées sont onservées dans des strutures al-louées dynamiquement ; pour l'instant, on n'est pas enore en mesure de les libérerrapidement, ar toutes les informations qu'elles ontiennent sont néessaires pourl'obtention du résultat �nal. Cela pourrait provoquer dans ertains as une inter-ruption brutale du programme, s'il n'y a pas su�samment d'espae de stokage surla mahine utilisée. Cette remarque est valable pour les di�érents �hiers réés auours de l'exéution de PLI, ar leur nombre et leur taille dépendent des traesanalysées.5.4.3 Développement de nouvelles stratégiesNous avons mentionné le fait que la stratégie de modélisation adoptée dansPLI est une stratégie desendante, et qu'elle entraîne plusieurs parours de la traepour identi�er la meilleure période d'interpolation.Dans une approhe asendante, on n'aurait pas besoin d'identi�er ette périodeà priori, et on e�etuerait une interpolation linéaire non périodique pour ompresserla trae. Le résultat de ette première interpolation serait interpolé à son tour, etainsi de suite jusqu'à l'identi�ation des phases et périodes �nales.Bien que moins englobante ou moins générale que la stratégie desendante,ette approhe pourrait donner des résultats intéressants dans ertains as (trèsgrande trae, très grande régularité des éléments, . . . ) et onstituer une alternativeà la préédente.5.4.4 Développement d'un environnement d'analyseAu niveau des appliations de PLI, nous avons montré que l'utilisation dumodèle périodique-linéaire en ollaboration ave le modèle polyédrique est assezfrutueuse. Pour failiter l'exploitation onjointe de es modèles, il est souhaitablede développer un environnement d'analyse intégrant les di�érents outils, à savoir :� PLI : notre outil d'interpolation périodique-linéaire.� Polylib [6℄ : la librairie implémentant plusieurs fontions pour la manipula-tion de polyèdres, paramétrés ou non, dans l'espae des nombres rationnels.



126 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE PLI� barvinok [82, 83℄ : le programme de alul du nombre de points entiers d'unpolyèdre paramétré, i.e le polyn�me d'Ehrhart [26℄ de e polyèdre.Le shéma général de et environnement est elui présenté au hapitre 4 etrappelé à la �gure 5.3, et se trouve atuellemment en ours d'implémentation.

Fig. 5.3 � Outils omposant l'environnement d'analyse.D'autres perspetives plus générales onernant la modélisation périodique-linéaire et la suite de nos travaux font l'objet du hapitre suivant.



Chapitre 6Conlusion
La ompréhension et la modélisation du omportement des programmes est deplus en plus reonnue parmi les herheurs omme une réponse néessaire aux be-soins de plus en plus forts de maîtrise de e omportement. Pour mener à bien etteanalyse, l'approhe qui nous a intéressés dans e travail se fonde sur une étude destraes de programmes, reueillies lors de leur exéution.Dans ette thèse, nous nous sommes don intéressés à l'analyse et la modéli-sation de traes issues de l'instrumentation de odes et onstituées par une suitehronologique de valeurs entières. Pour parvenir à la ompréhension et la maîtrisedu omportement des programmes, nous nous sommes dé�ni omme objetif l'ob-tention d'un modèle de représentation du pro�l d'exéution initial, suseptible enoutre de se prêter à diverses analyses dans le but d'opérer des transformations oudes optimisations de ode.En assimilant nos traes de valeurs entières à des séries temporelles ou plus glo-balement enore à des informations ou données, nous avons exploré dans un premiertemps des méthodes générales d'analyse assez bien onnues, telles que la fouille dedonnées (ang. Data Mining) et l'analyse des séries temporelles. Cette investigationnous a amenés à onstater que les informations obtenues en �n d'analyse restaientassez générales, éloignées des méanismes spéi�ques de la programmation des or-dinateurs, et don di�ilement exploitables, par rapport à nos objetifs.C'est ainsi que nous avons reherhé un autre type de modélisation plus spéi-�que, et proposé une approhe basée sur une méthode d'interpolation périodique-linéaire, permettant d'exprimer le omportement à l'exéution d'un programme parun autre programme. 127



128 CHAPITRE 6. CONCLUSIONApports et résultatsNous exprimons le omportement d'un programme initial par un nouveau pro-gramme, nous foalisant ainsi sur la manière ou le "omment" du programme,plut�t qu'à sa fontionnalité.Le programme modèle obtenu est onstitué d'une séquene de nids de boulesdans lesquelles les instrutions des boules les plus internes sont des fontionspolynomiales, les bornes des boules sont soit des onstantes, soit des fontionsa�nes des indies de boules, et les fontions de niveau les plus internes exprimentles valeurs de la trae d'entrée à partir des indies de boules.L'approhe développée représente don bien une trae d'entrée, et ei par uneséquene de nids de boules ; haque séquene de nids de boules orrespond à unephase du programme.Le modèle proposé, appelémodèle périodique-linéaire, omprend plusieurs on�-gurations qui permettent de mettre en exergue di�érentes variantes du omporte-ment des programmes : omportement unique, omportements entrelaés, om-portement répétitif, omportements de durée variable, et ; e modèle est �exibleen ei qu'il onserve sa pertinene même lorsque des valeurs perturbatries sur-viennent dans la trae, et ela est rendu possible par des extensions que nous avonse�etuées.Une autre extension permet d'ailleurs d'élargir le hamps des omportementsidenti�ables, en utilisant ette fois des fontions de représentation sous forme deréurrenes périodiques-linéaires.Les di�érents algorithmes du modèle périodique-linéaire ont été entièrementimplémentés et testés, et ertaines parties du travail ont donné lieu à trois publi-ations internationales [23, 24, 25℄.Notre modèle se prête aisément aux analyses, omme nous l'avons illustré àl'aide de quelques appliations issues de bans d'essai (DSPStone, SPECINT2000,Olden) : l'étude du programme modèle obtenu a permis d'e�etuer des tranfor-mations sur les odes de départ et a également fourni des informations utiles,permettant d'aboutir à des optimisations.Nous avons aussi montré que grâe à ette représentation, un plus grand nombred'analyses sont possibles, et e ave plusieurs outils qui s'y prêtent de manière adé-quate, à l'exemple du modèle polyédrique d'analyse statique.En appliquant e modèle qui relève de l'analyse statique à l'analyse de notremodèle, nous avons pour ainsi dire mis en ÷uvre une ertaine ollaboration entreles méthodes d'analyse statique et dynamique.Il n'en demeure pas moins que le modèle périodique-linéaire peut enore êtreenrihi grâe à diverses améliorations et extensions.



129
Limites du modèle et perspetivesUne des prinipales limites atuelles de notre outil de modélisation onerne lataille des traes pouvant être traitées et les temps de traitement. Nous avons pourela proposé dans le hapitre préédent quelques voies d'amélioration : paralléli-sation des programmes, oneption d'autres algorithmes, utilisation d'une base dedonnées.Parmi les perspetives d'extensions envisagées, nous pouvons mentionner l'uti-lisation de fontions d'interpolation autres que linéaires ou même polynomiales,a�n d'élargir enore davantage l'éventail de données pour lesquelles le modèle soitreprésentatif. On pourrait par exemple avoir une fontion de transition quelonquequi permette de mettre en exergue les variations de omportement du programme.En outre, le modèle doit être appliqué à d'autres aratéristiques du ompor-tement des programmes, telles que les branhements, les séquenes d'instrutions,les séquenes d'appels de fontion, les valeurs de variables, la onsommation éle-trique. Pour e dernier as en partiulier, il est néessaire d'aquérir auparavant lematériel requis pour e�etuer des mesures à des fréquenes régulières.Comme autre perspetive, on peut onsidérer la représentation des traes pardes strutures de ontr�le di�érentes des boules imbriquées, par exemple les stru-tures de type if-then-else ou enore de type while, e qui permettrait d'obtenir unmodèle plus dynamique et dépendant des valeurs traitées.En�n, il serait intéressant de sortir le modèle périodique-linéaire de son adreatuel pour l'utiliser plus globalement dans l'analyse de données issues d'autresdomaines, en ommençant par exemple par les domaines d'appliations lassiquesde la fouille de données telle que l'analyse biologique.
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RésuméCette thèse présente une nouvelle tehnique de représentation et d'analyse detraes d'exéution de programmes. Après une étude de quelques méthodes généralesd'analyse de données, l'aent est mis sur une nouvelle modélisation qui onsiste àexprimer le omportement à l'exéution d'un programme par un autre programme.Le programme qui exprime le omportement est onstitué d'une séquene denids de boules dans lesquelles les fontions de niveau les plus internes exprimentles valeurs de la trae d'entrée à partir des indies de boules. Chaque séquene denids de boules orrespond à une dé�nition partiulière d'une phase de programme,'est à dire un ensemble d'intervalles dépendants les uns des autres, et es inter-valles sont identi�és grâe à une méthode d'interpolation périodique et linéaire. Apartir de ette représentation, on montre qu'on est en mesure d'e�etuer un as-sez grand nombre d'analyses et d'optimisations, en s'aidant notamment des outilsomme le modèle polyédrique d'analyse statique. Au �nal, on véri�e bien que lesinformations obtenues suite à notre modélisation et à l'analyse statique des nids deboules résultants sont plus préises, mieux adaptées, et plus exploitables qu'avedes méthodes générales d'analyse de données.AbstratThis work presents a novel approah for program exeution traes analysis andmodeling. After a short introdution where it is shown that general methods fordata analysis are not well-adapted to understand the behavior of programs, wefous on the design of our model, alled the Periodi Linear Model. It is based onthe represensation of a program behavior by another program.The program that models the behavior of the �rst one is made of sequenesof nested loops, in whih the funtions of the innermost level ompute the valuesof the input program trae from the loop indies. Eah sequene of nested loopsorrespond to a partiular de�nition of a program phase, that is a set of linearly lin-ked intervals ; these intervals are identifed through our periodi linear interpolationmethod.From this representation, we show that many analysis and optimizations arepossible in onjuntion with some stati analysis models like the polytope model,and also that the information resulting from our model are more preise, adaptedand exploitable than those obtained by general data analysis methods.


