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 2004 £. �. �«®áá�, �. �. �ã¯ ¥¢ ���ICPS/LSIIT, Universit�e Louis Pasteur, StrasbourgPôle API, Bd S�ebastien Brant, 67400 Illkirch { FranceINRIA Rocquencourt, A3 Project78153 Le Chesnay Cedex { France���¥å ­¨ª®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨© ä ªã«ìâ¥â ��� ¨¬. �.�. �®¬®­®á®¢ 119992 �®áª¢ , �®à®¡ì¥¢ë £®àëE-mail: clauss@icps.u-strasbg.fr, irina@icps.u-strasbg.fr, ladyirina@shade.msu.ru�®áâã¯¨«  ¢ à¥¤ ªæ¨î� ¯®á«¥¤­¨¥ ¤¥áïâ¨«¥â¨ï ¡ë«¨ à §à ¡®â ­ë ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¯ ª¥âë ¤«ï áâ â¨ç¥áª®£®  ­ «¨§ ¯à®£à ¬¬. �¥á¬®âàï ­  â®, çâ® ¯à®£à ¬¬­ë¥ ¯ ª¥âë è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ãîâáï, ®­¨ ¨¬¥îâ àï¤ ®£à -­¨ç¥­¨©. � ç áâ­®áâ¨, ¯®«¨­®¬ë ®â ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå á æ¥«®ç¨á«¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨,ç áâ® ¢áâà¥ç îé¨¥áï ¢ ¯à®£à ¬¬ å ¨ ¯à¨  ­ «¨§¥ á¨áâ¥¬, ­¥ ¯®¤¤¥à¦¨¢ îâáï ¢ â ª¨å á¨áâ¥¬ å.�¥ª®â®àë¥ ¬¥â®¤ë ã¦¥ ¡ë«¨ ¯à¥¤«®¦¥­ë, ­®, ª á®¦ «¥­¨î, ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ë â®«ìª® ª ­¥-ª®â®à®¬ã ¯®¤ª« ááã â ª®£® â¨¯  ¢ëà ¦¥­¨©. � ¤ ­­®© áâ âì¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¡®«¥¥ ®¡é¨© ¯®¤å®¤ª ¬¥â®¤ã, ®á­®¢ ­­®¬ã ­  à §«®¦¥­¨¨ �¥à­èâ¥©­ . �â®â ¬¥â®¤ ¯®§¢®«ï¥â ¯à®¨§¢®¤¨âì  ­ «¨§æ¥«®ç¨á«¥­­ëå ¯®«¨­®¬®¢ ®â ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå á ¬¥­ìè¨¬¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ë¬¨ § âà â ¬¨.1. ���������â â¨ç¥áª¨©  ­ «¨§ ¯à®£à ¬¬ ¯à¨¢«¥ª ¥â¡®«ìè®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ¢ ¯®á«¥¤­¨¥ ¤¥áïâ¨«¥â¨ï ¢á¢ï§¨ á â¥¬, çâ® ¡ë« à §à ¡®â ­ á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¨© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ¯¯ à â. � ¯à¨¬¥à, á¯®¬®éìî ¬­®£®£à ­­¨ª®¢ ¬®¦­® ¬®¤¥«¨à®¢ âì¢«®¦¥­­ë¥ æ¨ª«ë, æ¥«®ç¨á«¥­­ë¥ â®çª¨ ª®â®-àëå  áá®æ¨¨àãîâáï á ¨â¥à æ¨ï¬¨ æ¨ª« . �á-¯®«ì§ãï íâã ¬®¤¥«ì, ¬®¦­® ¯à¨¬¥­ïâì ¤«ï ç¨-á«¥­­®£®  ­ «¨§  ¨ ®¯â¨¬¨§¨àãîé¨å ¯à¥®¡à -§®¢ ­¨© á¯¥æ¨ «ì­ë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë.�¤­ ª® ¯à¨¬¥­¥­¨¥ íâ®© ¬®¤¥«¨ ®£à ­¨ç¥­® â¥-¬¨ æ¨ª« ¬¨, £à ­¨æë ª®â®àëå ï¢«ïîâáï  ä-ä¨­­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ¢­¥è­¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå æ¨-ª« , ¨ ááë«ª¨ ­  ¬ áá¨¢ â ª¦¥ ï¢«ïîâáï  ä-ä¨­­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå æ¨ª« .�¨­¥©­®áâì ®¡áã¦¤ ¥¬ëå äã­ªæ¨© ï¢«ï¥â-áï ®¤­¨¬ ¨§ ®á­®¢­ëå ®£à ­¨ç¥­¨© ¤«ï ä®à-¬ «ì­®£®  ­ «¨§ . �­®£¨¥ ¬®¤¥«¨, ¢ ª®â®-àëå à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ¬¥¦¤ã
¯à®£à ¬¬­ë¬ ®¡¥á¯¥ç¥­¨¥¬ ¨  ¯¯ à â­®© ç -áâìî ª®¬¯ìîâ¥à , á®¤¥à¦ â ­¥«¨­¥©­ë¥ ¢ëà -¦¥­¨ï. �®¬¯¨«ïâ®àë, ¨á¯®«ì§ãîé¨¥ ã«ãçè¥­-­ë¥ ®¯â¨¬¨§¨àãîé¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï, ¨¬¥îââ ª¨¥ ¦¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï. � ç áâ­®áâ¨, ¯®«¨­®¬ë®â ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢®§­¨ª îâ ¢® ¬­®£¨å á¨-âã æ¨ïå, ­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨ «¨­¥ à¨§ æ¨¨ ¨­¤¥ªá-­ëå äã­ªæ¨©, ¯à¨ ¨­¤ãªâ¨¢­®¬ à á¯®§­ ¢ ­¨¨¯¥à¥¬¥­­ëå, ¨ ª®¬¯¨«ïâ®àë ­¥ ¬®£ãâ ®¯â¨¬¨-§¨à®¢ âì â ª¨¥ ¢ëà ¦¥­¨ï.� ¤ ­­®© à ¡®â¥ â¥®à¨ï à §«®¦¥­¨ï �¥à­-èâ¥©­  ®¡®¡é ¥âáï ­  ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­ë¥ ¯®-«¨­®¬¨ «ì­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï ®â ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­-­ëå.� §«®¦¥­¨¥ �¥à­èâ¥©­  ¯®§¢®«ï¥â ãáâ ­®-¢¨âì £à ­¨æã ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨ï ¯®«¨­®¬®¢ ­ ¯ à ««¥«®£à ¬¬¥ [1{3]. �¨á«¥­­ë¥ ¯à¨«®¦¥-­¨ï ¡ë«¨ ¯à¥¤«®¦¥­ë ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ëáâà®£¨å ¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢, ¨á¯®«ì§ã-îé¥£® íâ®â ¬¥â®¤ [4, 5]. � è ¯®¤å®¤ à áá¬ âà¨-1



2 �����, �������¢ ¥â ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­ë¥ ¯®«¨­®¬ë ®â ¬­®£¨å¯¥à¥¬¥­­ëå, § ¤ ­­ë¥ ­  ®¡« áâ¨, ®£à ­¨ç¥­-­®© ¯®«¨­®¬ ¬¨ ®â ¯ à ¬¥âà®¢. �®¦­® ¯®áâà®-¨âì ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ­  ¯ à ¬¥âàë ¤«ï à¥-è¥­¨© áâà®£¨å ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢.�®«¨­®¬ë �¥à­èâ¥©­  ï¢«ïîâáï ¡ §¨á®¬¬­®¦¥áâ¢  ¯®«¨­®¬®¢, ®£à ­¨ç¥­­ëå ¯® áâ¥¯¥-­¨, ª ª «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . � ª¨¬ ®¡à -§®¬, «î¡®© ¯®«¨­®¬ ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¬ã«ìâ¨áâ¥-¯¥­¨, ­¥ ¡®«ìè¥©N , § ¤ ­­ë© ­  ¥¤¨­¨ç­®¬ ªã-¡¥ [0; 1]n, £¤¥ n ¥áâì ç¨á«® ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¬®¦¥â¡ëâì à §«®¦¥­ ¯® íâ®¬ã ¡ §¨áã á ª®íää¨æ¨¥­-â ¬¨, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëç¨á«¥­ë ¢ ï¢­®¬¢¨¤¥. � ª¨¥ ï¢­ë¥ ä®à¬ã«ë ¯®§¢®«ïîâ ¯à®-¢¥áâ¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¨ ¢ á¨¬¢®«ì­®¬ ¢¨¤¥, ¢ë§ë-¢ ï ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë© ¨­â¥à¥á ª ¨á¯®«ì§®¢ ­¨îíâ®© â¥®à¨¨. �é¥ ®¤­¨¬ ¨­â¥à¥á­ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ï¢«ï¥âáï â®, çâ® ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¤®-áâ â®ç­® ¯à®áâë¥. �®«¥¥ â®£®, ¯à¨¬¥­¥­¨¥ íâ®©¬®¤¥«¨ ¯®§¢®«ï¥â  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¨ ¡¥§ ¡®«ìè¨å¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå § âà â à¥è âì á«®¦­ë¥ ¯à®-¡«¥¬ë ¯à¨  ­ «¨§¥ ¯à®£à ¬¬.� á«®¢ ¨ �ìî ¯à¥¤áâ ¢¨«¨ ¢ à ¡®â¥ [6] â¥å­¨-ªã ã¯à®é¥­¨ï ¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå á¢ï§¥©. �­  ¡ -§¨àã¥âáï ­  à §«®¦¥­¨¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯®«¨­®-¬¨ «ì­®© á¢ï§¨ ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥  ää¨­­ëå á¢ï-§¥© ¨ á¢ï§¥© ¢ ­¥ª®â®àëå á¯¥æ¨ «ì­ëå ä®à¬ å,ª®â®àë¥ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬®£ãâ ¡ëâì «¨­¥ à¨§®-¢ ­ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤ ­­ë© ¯®¤å®¤ ­¥ ï¢«ï-¥âáï ®¡é¨¬ ¨ ¬®¦¥â à ¡®â âì â®«ìª® á â ª¨¬¨¯®«¨­®¬ ¬¨, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥­ë ª®¯¨á ­­®¬ã ¢¨¤ã.� à ¡®â¥ [7] �«î¬ ¨ �©£¥­¬ ­­ ¯à¥¤« £ îâ¯à®¢¥à¨âì § ¢¨á¨¬®áâì ¬¥¦¤ã ¨â¥à æ¨ï¬¨ ¢ æ¨-ª«¥, ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ­¥«¨­¥©­ëå ¢ëà ¦¥­¨©, ¯ã-â¥¬ ¯à®¢¥àª¨, ­¥ ¯¥à¥ªàë¢ ¥âáï «¨ ¤¨ ¯ §®­â ª¨å ¢ëà ¦¥­¨© ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ëå ¨â¥à -æ¨©. �¤­ ª® íâ  â¥å­¨ª  ¯à¨¬¥­¨¬  â®«ìª® ¤«ï¢ëà ¦¥­¨©, ¬®­®â®­­® ¢®§à áâ îé¨å ¨«¨ ¬®­®-â®­­® ã¡ë¢ îé¨å ¯® ¯¥à¥¬¥­­®© æ¨ª« .� ­­ ï áâ âìï ®à£ ­¨§®¢ ­  á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬. � à §¤¥«¥ 2 ¤ îâáï ­¥ª®â®àë¥ ®¡®§­ -ç¥­¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯®«¨­®¬ë, ª®â®àë¥ ¡ã-¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬. �á­®¢­ë¥á¢¥¤¥­¨ï ® ç¨á«¥­­®¬ à §«®¦¥­¨¨ �¥à­èâ¥©­ ­ ¯®¬¨­ îâáï ¢ à §¤¥«¥ 3. � è á¨¬¢®«ì­ë©¯®¤å®¤ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ à §¤¥«¥ 4, £¤¥ ¬ë ¨¬¥-¥¬ ¤¥«® á ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­ë¬¨ ¯®«¨­®¬ ¬¨ ®â¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå, § ¤ ­­ëå ­  ¯ à ¬¥âà¨§®-

¢ ­­®¬ ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥. �à®£à ¬¬­ë© ¯ -ª¥â, à¥ «¨§ãîé¨© ¤ ­­ë© ¯®¤å®¤, ®¯¨á ­ ¢ à §-¤¥«¥ 5. �¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë ¯à¨¬¥­¥­¨© ¤ ­ë¢ à §¤¥«¥ 6: ­ å®¦¤¥­¨¥ § ¢¨á¨¬®áâ¥© ¬¥¦¤ãááë«ª ¬¨ á «¨­¥ à¨§®¢ ­­ë¬¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨ ¨á-ª«îç¥­¨¥ ­¥¨á¯®«­ï¥¬®£® ª®¤  ¢ ãá«®¢­ëå ¢ë-à ¦¥­¨ïå. � ª«îç¥­¨ï ¤ ­ë ¢ à §¤¥«¥ 7.2. ��������������� ��������� ������������ãáâì x = (x1; : : : ; xlx) ®¡®§­ ç ¥â lx-¬¥à­ë©­ ¡®à à æ¨®­ «ì­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¨ u = (u1,: : : ; ulu) { lu-¬¥à­ë© ­ ¡®à à æ¨®­ «ì­ëå ¯ à -¬¥âà®¢. � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢ Qlx = f�x = (x1; : : : ; xlx) j xi 2 Q; 1 � i � lxgQlu = f�u = (u1; : : : ; ulu) j ui 2 Q; 1 � i � lug:�î¡®© â¥à¬ xi11 xi22 : : : xilxlx ®¡®§­ ç ¥âáï ª ª �xIx ,£¤¥ Ix = (i1; : : : ; ilx) { ­ ¡®à lx ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëåæ¥«ëå §­ ç¥­¨©. �­ «®£¨ç­®, �uIu ®¡®§­ ç ¥â«î¡®© â¥à¬ uii1 : : : ululu á Iu = (i1; : : : ; ilu). Ix ¨Iu ­ §ë¢ îâáï ¬ã«ìâ¨¨­¤¥ªá®¬ ¯¥à¥¬¥­­®© x ¨¯¥à¥¬¥­­®© u á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à(0; : : : ; 0) ®¡®§­ ç ¥âáï �0 ¢ N lx0 ¨«¨ ¢ N lu0 .�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. � ªá¨¬ «ì­®© ¬ã«ìâ¨-áâ¥¯¥­ìî ¯®«¨­®¬  p(�u) ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå u == (u1; : : : ; ulu) ­ §ë¢ ¥âáï lu-¬¥à­ë© ­ ¡®àNu == (nu;1; : : : ; nu;lu), á®áâ®ïé¨© ¨§ ¬ ªá¨¬ «ì­ëåáâ¥¯¥­¥© ¯® ª ¦¤®© ¯¥à¥¬¥­­®© ¯®«¨­®¬ .�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �«ï ¤¢ãå ­ ¡®à®¢ I == (i1; : : : ; il) ¨ J = (j1; : : : ; jl) ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ­ -¡®à®¢ Ql ­¥à ¢¥­áâ¢® I � J ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ â®¬á¬ëá«¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® 0 � k � l ¢ë¯®«­ï¥âáïá¢®©áâ¢® ik � jk.�ãáâì Q[�u] { ¬­®¦¥áâ¢® ¯®«¨­®¬®¢, § ¤ ¢ ¥-¬ëå á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:Q[�u] = fp(�u) j p(�u) = X�0�Iu�Nu aIu � �uIug;á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ aIu 2 Q. � ª¦¥ à áá¬ âà¨-¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¯®«¨­®¬®¢ ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå xá ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  Q[�u] á ¬ ªá¨-¬ «ì­®© ¬ã«ìâ¨áâ¥¯¥­ìî: Nx = (nx;1; : : : ; nx;lx)Q[�u][�x] = fp(�x; �u) j p(�x; �u) == X�0�Ix�Nx pIx(�u) � �xIx ; pIx(�u) 2 Q[�u]g:���������������� No 3 2004



������������� ����������� ������� � ���������� ���������� 3�î¡®© ¯®«¨­®¬ p(�x; �u) à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ­ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï Dx � Du � Qlx+lu , £¤¥Dx � Qlx ¨ Du � Qlu . � è  æ¥«ì { ­ ©â¨ æ¥«®-ç¨á«¥­­ë¥ à¥è¥­¨ï ­¥à ¢¥­áâ¢ p(�x; �u) > 0; £¤¥ (�x; �u) 2 Dx �Du \ Zlx+lu :�¥è¥­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¬­®¦¥áâ¢ D0¨ D1, £¤¥ D � (Dx�Du) = (D0tD1tD�), â ª¨å,çâ® ¯®«¨­®¬ p(�x; �u) > 0 ¤«ï «î¡®£® (�x; �u) 2 D0\\Zlx+lu , p(�x; �u) � 0 ¤«ï «î¡®£® (�x; �u) 2 D1\\Zlx+lu ¨ D� ®¡®§­ ç ¥â ¬­®¦¥áâ¢®, ­  ª®â®à®¬§­ ª p(�x; �u) ®áâ «áï ­¥¨§¢¥áâ­ë¬.� ¤ ­­®© áâ âì¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¡®¡é¥­¨¥ç¨á«¥­­®£® ¬¥â®¤  �¥à­èâ¥©­  ¢ ¯à¨¬¥­¥­¨¨ª ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­ë¬ ¯®«¨­®¬ ¬ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ Q[�u][�x].�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. � §®¢ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ D == [a1; b1]� : : :� [al; bl] ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Ql ­ §®-¢¥¬ â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, çâ® ai ¨«¨ bi ï¢«ïîâáï ¯®-«¨­®¬ ¬¨ ®â ¯ à ¬¥âà®¢ ¨«¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå, aq+1¨ bq+1 ¯à¨ q < l ¬®£ãâ § ¢¨á¥âì ®â ¯à¥¤ë¤ãé¨åq ¯¥à¥¬¥­­ëå:D = [a2 = pa2(x1; �u); b2 = pb2(x1; �u)]��[a3 = pa3(x1; x2; �u); b3 = pb3(x1; x2; �u)]� : : :: : :� [al = pal(x1; x2; : : : ; xl�1; �u);bl = pbl(x1; x2; : : : ; xl�1; �u)]:� á«ãç ¥ ¯®«¨­®¬®¢ ­ã«¥¢®© áâ¥¯¥­¨ ¡ §®¢®¥¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï ¯ à ««¥«®£à ¬¬®¬.�­ ç «  ­ ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ä ªâë ¨§ ç¨-á«¥­­®£® ¬¥â®¤  �¥à­èâ¥©­ .3. ��������� ����� �����������â®â ¬¥â®¤ ¤¥â «ì­® à áá¬®âà¥­ ¢ à ¡®â å[3{5].�ãáâìCKN = Ck1n1 � : : : � Cklnl ;£¤¥ �0 � K = (k1; : : : ; kl) � N = (n1; : : : ; nl);(K;N) 2 N l0;Ckn = n!k!(n� k)! ; 0 � k � n; (k; n) 2 N0;I � J = (i1 � j1; : : : ; il � jl);£¤¥ I = (i1; : : : ; il); J = (j1; : : : ; jl); I; J 2 N l0;�I = �i11 � : : : � �ill ;£¤¥ � = (�1; : : : ; �l) 2 Rl:

�«ï ¯®«¨­®¬®¢ á ¯®áâ®ï­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â -¬¨p(�x) = X�0�I�N aI � �xI 2 R[�x]; �x 2 D � Rl; aI 2 R;¨ ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¬ã«ìâ¨áâ¥¯¥­ìî N ¯®«¨­®¬ë�¥à­èâ¥©­  ¨ ª®íää¨æ¨¥­âë �¥à­èâ¥©­  ®¯à¥-¤¥«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.�®«¨­®¬ �¥à­èâ¥©­  á ¨­¤¥ªá®¬ i áâ¥¯¥­¨ n­  ¥¤¨­¨ç­®¬ ®âà¥§ª¥ [0; 1] ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ªb[0;1]n;i (x) = Cin � xi(1� x)n�i; 0 � i � n; x 2 R:� á«ãç ¥ ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¯®«¨­®¬ �¥à­-èâ¥©­  á ¨­¤¥ªá®¬ I ¬ã«ìâ¨áâ¥¯¥­¨ N == (n1; : : : ; nl) ­  ¥¤¨­¨ç­®¬ ªã¡¥ [0; 1]l, £¤¥ I == (i1; : : : ; il), ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ªB[0;1]lN;I (�x) = b[0;1]n1;i1(x1) � : : : � b[0;1]nl;il(xl); �0 � I � N;�x = (x1; : : : ; xl) 2 Rl:�®«¨­®¬ë �¥à­èâ¥©­  ®¯à¥¤¥«¥­ë ­  ¢á¥¬l-¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rl ¨ ï¢«ïîâáï ¡ §¨á®¬¯à®áâà ­áâ¢  ¯®«¨­®¬®¢ p(�x) áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¡®«ì-è¥©, ç¥¬ N , ª ª «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ :p(�x) = X�0�I�N c[0;1]lI;p B[0;1]lN;I = X�0�I�N aI � �xI ;£¤¥ ª®íää¨æ¨¥­âë c[0;1]lI áãâì ª®íää¨æ¨¥­âë�¥à­èâ¥©­  ¯®«¨­®¬  p(�x) ­  ¥¤¨­¨ç­®¬ ªã¡¥[0; 1]l. �­¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëç¨á«¥­ë á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬:c[0;1]lI;p = X�0�J�I CJICJN aJ ; �0 � I � N:�®íää¨æ¨¥­âë �¥à­èâ¥©­  ¨¬¥îâ ­¥ª®â®àë¥¨­â¥à¥á­ë¥ á¢®©áâ¢  (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [5]).�¥®à¥¬ . �ãáâì p(�x) { ¯®«¨­®¬ ¬ ªá¨¬ «ì-­®© ¬ã«ìâ¨áâ¥¯¥­¨N ­  ¥¤¨­¨ç­®¬ ªã¡¥ [0; 1]l.�®£¤  ¤«ï «î¡®£® �x 2 [0; 1]l á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­-áâ¢® min�0�I�N c[0;1]lI;p � p(�x) � max�0�I�N c[0;1]lI;p :�®«¨­®¬ë ­  ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥-áâ¢¥ D 2 Rl ¬®£ãâ ¡ëâì à áá¬®âà¥­ë ¡¥§ ¯®â¥-à¨ ®¡é­®áâ¨, «î¡®¥ ­¥¯ãáâ®¥ ¡ §®¢®¥ ¬­®¦¥áâ¢®¬®¦¥â ¡ëâì ®â®¡à ¦¥­® ¢ ¥¤¨­¨ç­ë© ªã¡ [0; 1]l���������������� No 3 2004



4 �����, �������á ¯®¬®éìî «¨­¥©­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï. �ãáâì� { «¨­¥©­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¡ -§®¢®£® ¬­®¦¥áâ¢  D ¢ [0; 1]l. � ª ª ª ¯®«¨­®¬p(�x) à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ­  ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ D,â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯®«¨­®¬ ­  ¥¤¨­¨ç­®¬ ªã-¡¥ ~p(�y) = p(��1(�y)) ¯à¨ �y 2 [0; 1]l, ¨ ª®íää¨æ¨¥­-âë �¥à­èâ¥©­  ¯®«¨­®¬  p ­  ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥-áâ¢¥ D à ¢­ë ª®íää¨æ¨¥­â ¬ �¥à­èâ¥©­  ¯®-«¨­®¬  ~p ­  ¥¤¨­¨ç­®¬ ªã¡¥ [0; 1]l: cDI;p = c[0;1]lI;~p .�â®¡à ¦¥­¨¥ � ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬:� : �x = (x1; : : : ; xl) ! �y = (y1; : : : ; yl)[a1; b1]� : : :� [al; bl] ! [0; 1]l; ai; bi 2 R;£¤¥ yi = xi � aibi � ai , 0 � i � l. � ª¨¬ ®¡à §®¬,®¡à â­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:��1 : �y = (y1; : : : ; yl) ! �x = (x1; : : : ; xl);[0; 1]l ! [a1; b1]� : : :� [al; bl];ai; bi 2 R;£¤¥ xi = �i �yi+�i, �i = (bi�ai), �i = ai, 0 � i � l,0 � i � l.�®«¨­®¬ ~p(�y) ¢ë£«ï¤¨â â ª:~p(�y) = X�0�P�N ~aP �yP ;£¤¥ ~aP = �P � XP�K�N aK � CPK � �K�P . � ¬¥â¨¬,çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¬ã«ìâ¨áâ¥¯¥­ì N ®¤¨­ ª®¢ ¤«ï ¯®«¨­®¬®¢ p(�x) ¨ ~p(�y).�«ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¬¥â®¤  �¥à­èâ¥©­  ª ¯®-«¨­®¬ã ­  ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¯ à ««¥«®£à ¬¬¥ Dáâà®¨âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ �, ¨ ¬¥â®¤ �¥à­èâ¥©-­  ¯à¨¬¥­ï¥âáï ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ¯®«¨­®¬ã~p(�y) ­  ¥¤¨­¨ç­®¬ ªã¡¥ [0; 1]l.�á¯®«ì§ãï ¢ëè¥®¯¨á ­­ãî â¥®à¥¬ã, ¬®¦­®¯®áâà®¨âì  «£®à¨â¬ ­ å®¦¤¥­¨ï à¥è¥­¨© ­¥à -¢¥­áâ¢  p(�x) > 0 ¯à¨ x 2 [0; 1]l. �á¯®«ì§ãï á¢®©-áâ¢® ª®íää¨æ¨¥­â®¢ �¥à­èâ¥©­  ¯®«¨­®¬  ­ ¯ à ««¥«®£à ¬¬¥ D ¨ à ¢¥­áâ¢® áDI;p = á[0;1]lI;~p ,¤«ï ¢á¥å �0 � I � N ¯®«ãç ¥¬:� ¥á«¨ min�0�I�N cDI;p > 0, â® p(x) > 0 ¤«ï ¢á¥åx 2 D;� ¥á«¨ max�0�I�N cDI;p � 0, â® p(x) � 0 ¤«ï ¢á¥åx 2 D.�®«­ë©  «£®à¨â¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­ ¢ [5].

4. ���������� ������� áá¬®âà¨¬ ¯®«¨­®¬ë p(�x; �u) á ¯ à ¬¥âà¨ç¥-áª¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ­  ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ á¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ £à ­¨æ ¬¨.4.1. � à ¬¥âà¨§®¢ ­­ë¥ ¯®«¨­®¬ë®â ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå�à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¯®«¨­®¬ p(�x; �u) = X�0�Ix�Nx pIx(�u) � �xIx ; �x 2 Dx; �u 2 Du;¢ ¯®«¨­®¬~p(�y; �u) = X�0�Ix�Nx ~pIx(�u) � �yIx ; �y 2 [0; 1]lx; �u 2 Du;¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­® â ª¦¥ ¨ ¢ á«ãç ¥ ¯ à ¬¥-âà¨ç¥áª¨å ª®íää¨æ¨¥­â®¢ pIx(�u): ä®à¬ã«ë ¢ë-£«ï¤ïâ â ª ¦¥, â® ¥áâì~pIx(�u) = �Ix � XIx�Kx�Nx pKx(�u) �CIxKx � �Kx�Ix ;£¤¥, ª ª ¨ ¢ëè¥,Dx = [a1; b1]�: : :�[alx ; blx], �i == (bi � ai), �i = ai; 0 � i � lx. �­ ç¨â, ¯ à -¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ª®íää¨æ¨¥­âë �¥à­èâ¥©­  ¬®£ãâ¡ëâì ¢ëç¨á«¥­ë á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:c[0;1]lIx = X�0�J�Ix CJIxCJNx ~pJ (�u); �0 � Ix � Nx;¨ ­¥à ¢¥­áâ¢®p(�x; �u) > 0; �x 2 Dx; �u 2 Du;á®åà ­ï¥âáï, ¥á«¨ min�0�Ix�Nx cDxIx > 0. �® â ª ª ªª®íää¨æ¨¥­âë �¥à­èâ¥©­  â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ¯®-«¨­®¬ ¬¨, § ¢¨áïé¨¬¨ ®â ¯ à ¬¥âà®¢ �u, ¬¨­¨-¬ «ì­ë© ¨§ íâ¨å ª®íää¨æ¨¥­â®¢ âàã¤­® ®¯à¥¤¥-«¨âì ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥. �® ¯®«®¦¨â¥«ì­®áâì ¬¨-­¨¬ «ì­®£® ª®íää¨æ¨¥­â  �¥à­èâ¥©­  íª¢¨¢ -«¥­â­  ¯®«®¦¨â¥«ì­®áâ¨ ¢á¥å ª®íää¨æ¨¥­â®¢�¥à­èâ¥©­ . �®£¤  ¬®¦­® à áá¬®âà¥âì á«¥¤ã-îéãî á¨áâ¥¬ã:cDxIx > 0 ¤«ï «î¡®£® �0 � Ix � Nx:�®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ ª®íää¨æ¨¥­âë ¯®«¨­®¬ pIx(�u) ï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ®â ¯ -à ¬¥âà®¢ �u, ª®íää¨æ¨¥­âë �¥à­èâ¥©­  ¯®«¨-­®¬  p ­  ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Dx â ª¦¥ ï¢«ï-���������������� No 3 2004



������������� ����������� ������� � ���������� ���������� 5îâáï «¨­¥©­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ®â â¥å ¦¥ ¯ à ¬¥-âà®¢, ¨ ¯®á«¥¤­ïï á¨áâ¥¬  áãâì á¨áâ¥¬  «¨­¥©-­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢. � ª¨¥ á¨áâ¥¬ë ¬®£ãâ ¡ëâì à¥-è¥­ë á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ áà¥¤áâ¢ à ¡®âë á «¨­¥©-­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨, â ª¨¬¨, ª ª, ­ ¯à¨¬¥à, à¥ -«¨§®¢ ­­ë¥ ¢ ¡¨¡«¨®â¥ª¥ à ¡®âë á ¬­®£®£à ­-­¨ª ¬¨ PolyLib.�à¨¬¥à 1. � áá¬®âà¨¬ ¯®«¨­®¬ á ¬ ªá¨-¬ «ì­®© ¬ã«ìâ¨áâ¥¯¥­ìî Nx = (1; 1) p(�x; �u) == (N +M)x1x2 +Nx1 +Mx2, £¤¥ �x = (x1; x2),�u = (N;M) ¨ �x 2 Dx = [0; 100]� [0; 100]. � §®¢®¥¬­®¦¥áâ¢® Dx ®â®¡à ¦ ¥âáï ­  ¥¤¨­¨ç­ë© ªã¡[0; 1]2 ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ �, § ¤ ¢ ¥¬®¬ ¢ëà ¦¥-­¨¥¬ �(�x) = �y = (y1 = x1=100; y2 = x2=100).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬ ¯®«¨­®¬ ~p(�y; �u) == (10000N + 10000M)y1y2 + 100Ny1 + 100My2,®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¯à¨ �y 2 [0; 1]2. �®íää¨æ¨¥­âë�¥à­èâ¥©­  ¢ëç¨á«ïîâáï ¤«ï ¢á¥å ¬ã«ìâ¨¨­-¤¥ªá®¢ (0; 0) � Ix � Nx = (1; 1):� ¤«ï Ix = (0; 0): cDx(0;0) = C00C00C01C01 0 = 0;� ¤«ï Ix = (0; 1): cDx(0;1) = C00C01C01C01 0 + C00C11C01C11��100M = 100M ;� ¤«ï Ix = (1; 0): cDx(1;0) = C00C01C01C01 0 + C11C00C11C01��100N = 100N ;� ¤«ï Ix = (1; 1): cDx(0;1) = C01C01C01C01 0 + C01C11C01C11��100M + C11C01C11C01 100N + C11C11C11C11 (10000N++10000M) = 10100N + 10100M .�¥à ¢¥­áâ¢® p(�x; �u) � 0 ¢ë¯®«­ï¥âáï, ª®£¤  ¢á¥ª®íää¨æ¨¥­âë �¥à­èâ¥©­  ¯®«®¦¨â¥«ì­ë. �¤ ­­®¬ ¯à¨¬¥à¥ íâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì«¥£ª® ¯à¨¢¥¤¥­® ª ãá«®¢¨î N � 0 ¨ M � 0.4.2. � à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¡ §®¢®¥ ¬­®¦¥áâ¢®� áá¬®âà¨¬ ¡ §®¢®¥ ¬­®¦¥áâ¢® Dx = [a1; b1]�� : : :� [al; bl] â ª®¥, çâ® ai ¨ bi ï¢«ïîâáï ¯®«¨­®-¬ ¬¨ ®â ¯ à ¬¥âà®¢ ¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå, aq+1 ¨ bq+1¯à¨ q < l § ¢¨áïâ ®â ¯à¥¤ë¤ãé¨å q ¯¥à¥¬¥­­ëå:Dx = [a2 = pa2(x1; �u); b2 = pb2(x1; �u)]��[a3 = pa3(x1; x2; �u); b3 = pb3(x1; x2; �u)]� : : :: : :� [al = pal(x1; x2; : : : ; xl�1; �u);bl = pbl(x1; x2; : : : ; xl�1; �u)];

£¤¥ pai ¨ pbi { ¯®«¨­®¬ë ®â ­¥ª®â®àëå ¯¥à¥¬¥­-­ëå ¨ ¯ à ¬¥âà®¢. � íâ®¬ á«ãç ¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥� ¯à¨ âà ­áä®à¬ æ¨¨ ¡ §®¢®£® ¬­®¦¥áâ¢  Dx ¢¥¤¨­¨ç­ë© ªã¡ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã« ¬¨ ®â ¯¥-à¥¬¥­­ëå ¨ ¯ à ¬¥âà®¢: yi = xi � aibi � ai , £¤¥ ai ¨bi { ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯®«¨­®¬ë ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨¯ à ¬¥âà®¢. � ª¨¬ ®¡à §®¬, � ®¯à¥¤¥«¥­® â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  bi � ai 6= 0. �â® ®§­ ç ¥â,çâ® ai < bi ¯à¨ ai � bi. �® ¥áâì ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ®â®-¡à ¦¥­¨¥ ­  ¥¤¨­¨ç­ë© ªã¡ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥-¤¥«¥­® â®«ìª® ¤«ï â ª®£® Dx, £¤¥ ¯ à ¬¥âàë ¨¯¥à¥¬¥­­ë¥ ­¥ ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï, ã¤®¢«¥â¢®-àïîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ã bi � ai = 0. �¡®§­ ç¨¬ â ª®¥¬­®¦¥áâ¢® D�x:D�x = Dx � f�x 2 Dx j 9 1 � i � l;xi = Root of(ai � bi)g:�®£¤  ai ¨ bi {  ää¨­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ®â ¯¥à¥¬¥­-­ëå ¨ ¯ à ¬¥âà®¢, ª®à­¨ (ai�bi) ¬®£ãâ ¡ëâì ï¢-­® ¢ëç¨á«¥­ë. � ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå ª®à­¨ ¬®-£ãâ ¡ëâì ï¢­® ¢ëç¨á«¥­ë ¤«ï ¯®«¨­®¬®¢ ¬ ª-á¨¬ «ì­®© áâ¥¯¥­¨ 4. �ë¤¥«ïï â®çª¨, á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨¥ ª®à­ï¬ ¯®«¨­®¬®¢, ¢ ¬­®¦¥áâ¢® ®á®-¡ëå â®ç¥ª, ¯®«ãç ¥¬ ¢¬¥áâ® ¨§­ ç «ì­®£® ¡ §®-¢®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï¬­®¦¥áâ¢, ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå ¬®¦­® ¯®-áâà®¨âì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ¢ ¥¤¨­¨ç­ë© ªã¡ ¨ ¯à®-¢¥áâ¨  ­ «¨§ ¯®«¨­®¬  ­  ­¥¬ ¯® ¬¥â®¤ã �¥à­-èâ¥©­ .�¯¥æ¨ «ì­ë©  ­ «¨§ ¯®«¨­®¬  ¢ ®á®¡ëå â®ç-ª å, ï¢«ïîé¨åáï ª®à­ï¬¨ ¯®«¨­®¬®¢ (ai � bi),¯à®¢®¤¨âáï ®â¤¥«ì­®.�à¨¬¥à 2. � áá¬®âà¨¬ ¯®«¨­®¬ p(i; j) == (i2 + i)=2 + j, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­  ¡ §®¢®¬ ¬­®-¦¥áâ¢¥ Dx = [0; N ] � [0; i]. �à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �§ ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: �(i; j) = (i0 == i=N; j0 = j=i), â ª çâ® ®­® ­¥ ®¯à¥¤¥«¥­® ¢ â®ç-ª å N = 0 ¨ i = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â®çª  (0; 0)ï¢«ï¥âáï ®á®¡®©, ¨ ¡ §®¢®¥ ¬­®¦¥áâ¢® áãâì Dx:D�x = Dx � f(0; 0)g= [1; N ]� [0; i].�  ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ D�x ¯®«¨­®¬ p(i; j)âà ­áä®à¬¨àã¥âáï ¢ ¯®«¨­®¬ ~p(i0; j0) = (N2i02++Ni0)=2 + ij0 ¯à¨ (i0; j0) 2 [0; 1]� [0; 1].�¨¬¢®«ì­ë© ¯®¤å®¤ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï ¯®«ã-ç¥­¨ï ¤®áâ â®ç­ëå ãá«®¢¨© ¯®«®¦¨â¥«ì­®áâ¨¨«¨ ®âà¨æ â¥«ì­®áâ¨ «î¡®£® ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­-­®£® ¯®«¨­®¬  ®â ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå. �ë ¯à¨-¢¥¤¥¬ ¢ à §¤¥«¥ 6 ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë â®£®, ª ª���������������� No 3 2004



6 �����, �������íâ®â ¬¥â®¤ ¯®§¢®«ï¥â  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¨ á ­¥¡®«ì-è¨¬¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ë¬¨ § âà â ¬¨ à¥è âì ¡®-«¥¥ á«®¦­ë¥ ¯à®¡«¥¬ë  ­ «¨§  ¯à®£à ¬¬.5. �����������¨¬¢®«ì­ë© ¯®¤å®¤, ®¯¨á ­­ë© ¢ëè¥, à¥ «¨-§®¢ ­ ¤«ï ¯®«¨­®¬®¢ á à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ª®íä-ä¨æ¨¥­â ¬¨. �â® ¯à¨«®¦¥­¨¥ ¨á¯®«ì§ã¥â ¡¨-¡«¨®â¥ªã GNU-MP ¤«ï  à¨ä¬¥â¨ª¨ ¯à®¨§¢®«ì-­®© â®ç­®áâ¨.�à®£à ¬¬  ¯®«ãç ¥â ­  ¢å®¤ ä®à¬ â¨à®¢ ­-­ë¥ ¤ ­­ë¥ ¨§ áâ ­¤ àâ­®£® ¢¢®¤  ¨ ¢ë¤ ¥â à¥-§ã«ìâ â ¢ áâ ­¤ àâ­ë© ¢ëå®¤. � ¡ã¤ãé¥¬ ¯« -­¨àã¥âáï ¨­â¥£à¨à®¢ âì ­ è¥ ¯à¨«®¦¥­¨¥ á ¡¨-¡«¨®â¥ª®© à ¡®âë á ¯®«¨­®¬ ¬¨ PolyLib, çâ®¡ë¨¬¥âì ¢®§¬®¦­®áâì ­ ¯àï¬ãî à¥è âì á¨áâ¥¬ë«¨­¥©­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ ¨ à áè¨à¨âì ¢®§¬®¦­®áâ¨¡¨¡«¨®â¥ª¨ Polylib.�á­®¢­ë¥ è £¨  «£®à¨â¬  ï¢«ïîâáï á«¥¤ãî-é¨¬¨:� ¢¢¥áâ¨ ¤ ­­ë¥ á® áâ ­¤ àâ­®£® ¢å®¤  ¨«¨¨§ ä ©« : ¡ §®¢ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  Dx, Du, ¯®-«¨­®¬ p(�x; �u);� ¯à¥®¡à §®¢ âì ¤ ­­ë¥ ¢® ¢­ãâà¥­­¨© ä®à-¬ â ¨ ¨­¨æ¨ «¨§¨à®¢ âì § ¤ çã T ;� ¯®áç¨â âì ª®íää¨æ¨¥­âë ¯®«¨­®¬  ~p(�y; �u)­  [0; 1]lx �Du;� ¯®áç¨â âì ª®íää¨æ¨¥­âë �¥à­èâ¥©­  ¯®-«¨­®¬  ~p(�y; �u) ­  ¥¤¨­¨ç­®¬ ªã¡¥;� ¯®áâà®¨âì á¨áâ¥¬ã ¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå ­¥à -¢¥­áâ¢;� ¢ë¢¥áâ¨ à¥§ã«ìâ â.�®ª ¦¥¬ ­  ¯à¨¬¥à¥, ª ª à ¡®â ¥â ¯à®£à ¬-¬ .�à¨¬¥à 3. �¥®¡å®¤¨¬® à¥è¨âì ­¥à ¢¥­áâ¢®P (�x; �u) = (5 + u1u22 + 2u21u32u3) + 2x3++�23 + 12u1u22u3 + 13u21u32u3�x2 > 0­  ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Dx = [0; 1]� [0; 1]� [0; 1]¨ Du = [0; 1]� [0; 1]� [0; 1]. �  ¢ëå®¤¥ ¯®«ãç ¥¬á¨áâ¥¬ã ¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢

+5+1*u1^1*u2^2*u3^0+2*u1^2*u2^3*u3^1>0+7+1*u1^1*u2^2*u3^0+2*u1^2*u2^3*u3^1>0+47/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/6*u1^1*u2^2*u3^1+19/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+65/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/6*u1^1*u2^2*u3^1+19/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+49/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/3*u1^1*u2^2*u3^1+20/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+67/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/3*u1^1*u2^2*u3^1+20/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+17/3+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/2*u1^1*u2^2*u3^1+7/3*u1^2*u2^3*u3^1>0+23/3+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/2*u1^1*u2^2*u3^1+7/3*u1^2*u2^3*u3^1>0+5+1*u1^1*u2^2*u3^0+2*u1^2*u2^3*u3^1>0+7+1*u1^1*u2^2*u3^0+2*u1^2*u2^3*u3^1>0+47/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/6*u1^1*u2^2*u3^1+19/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+65/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/6*u1^1*u2^2*u3^1+19/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+49/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/3*u1^1*u2^2*u3^1+20/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+67/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/3*u1^1*u2^2*u3^1+20/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+17/3+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/2*u1^1*u2^2*u3^1+7/3*u1^2*u2^3*u3^1>0+23/3+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/2*u1^1*u2^2*u3^1+7/3*u1^2*u2^3*u3^1>0+5+1*u1^1*u2^2*u3^0+2*u1^2*u2^3*u3^1>0+7+1*u1^1*u2^2*u3^0+2*u1^2*u2^3*u3^1>0+47/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/6*u1^1*u2^2*u3^1+19/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+65/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/6*u1^1*u2^2*u3^1+19/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+49/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/3*u1^1*u2^2*u3^1+20/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+67/9+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/3*u1^1*u2^2*u3^1+20/9*u1^2*u2^3*u3^1>0+17/3+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/2*u1^1*u2^2*u3^1+7/3*u1^2*u2^3*u3^1>0+23/3+1*u1^1*u2^2*u3^0+1/2*u1^1*u2^2*u3^1+7/3*u1^2*u2^3*u3^1>0on the u-BOX:[0,1]x[0,1]x[0,1]�®«ãç¥­  á¨áâ¥¬  ¨§ 24-å ­¥à ¢¥­áâ¢, § ¢¨áï-é¨å â®«ìª® ®â u-¯¥à¥¬¥­­ëå. �á«¨ íâ  á¨áâ¥¬ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨ï, â® ¯à¨ íâ¨å §­ ç¥­¨ïå ¯ à ¬¥-âà®¢ ¯¥à¢®­ ç «ì­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¢ë¯®«­ï¥âáï­  ¢á¥¬ ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Dx.���������������� No 3 2004



������������� ����������� ������� � ���������� ���������� 76. �����������à¨ â¥áâ¨à®¢ ­¨¨ ­  § ¢¨á¨¬®áâì ááë«®ª ¯®«¨­¥©­ë¬ ¨­¤¥ªá ¬ ®¡ëç­® ¯à¨¬¥­ïîâáï à §-«¨ç­ë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë. � â®¬ ç¨á«¥¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ë ¨ ¬¥â®¤ë, ®¯¨á ­­ë¥ ¢ë-è¥. � áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë, ¤ ­­ë¥ ¢à ¡®â¥ � á«®¢  ¨ �ìî [6].�à¨¬¥à 4. �¥à¢ë© ¯à¨¬¥à, ¯®ª § ­­ë©­  à¨á. 1, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© â¥«® æ¨ª«  ¢¯à®£à ¬¬¥ BOAST, ï¢«ïîé¥©áï ç áâìî ¯ ª¥-â  RiCEPS. �¥«® æ¨ª«  â ª®£® â¨¯  ¤®¢®«ì­®ç áâ® ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ ¯à®£à ¬¬ å.�â®¡ë ¨¬¥âì ¢®§¬®¦­®áâì à á¯ à ««¥«¨âì¨«¨ ¯à¥®¡à §®¢ âì ¯à®¨§¢®«ì­ë© æ¨ª« ¯® ¯¥à¥-¬¥­­ë¬ i, j ¨ k, ­¥®¡å®¤¨¬® ¯à®¢¥à¨âì, § ¢¨-áïâ «¨ ¤ ­­ë¥ ¢â®à®£® ¢ëà ¦¥­¨ï ®â ¯¥à¢®£® ¢­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥âª å æ¨ª« . �®¬¯¨«ïâ®à ­¥ ¬®-¦¥â ®¯à¥¤¥«¨âì íâã § ¢¨á¨¬®áâì ¢ ­¥§ ¢¨á¨¬ëå¢¥âª å æ¨ª« , ¨ áãé¥áâ¢ãîé ï â¥å­¨ª   ­ «¨-§  § ¢¨á¨¬®áâ¥© ¢ â ª¨å ¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå ¢ëà -¦¥­¨ïå ­¥ ­ áâ®«ìª® ã­¨¢¥àá «ì­ , ª ª â , çâ®®¡áã¦¤ ¥âáï ¤ «¥¥.� áá¬®âà¨¬ ¯ àã ¨â¥à æ¨© (i1; j1; k1) ¨ (i1++�; j2; k2). �á«¨ MNi1 + Nj1 + k1 < MN(i1++�) +Nj2 + k2 ¤«ï «î¡®£® � � 1, â® MNi1++Nj1 + k1 ­¨ª®£¤  ­¥ ¡ã¤¥â à ¢­ë¬ MN(i1++�) +Nj2 + k2. �­ ç¨â, íâ¨ ¨â¥à æ¨¨ ­¥§ ¢¨á¨-¬ë ¯® ¯¥à¥¬¥­­®© æ¨ª«  i.�á¯®«ì§ã¥¬ ­ è ¬¥â®¤ ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ¤®áâ -â®ç­ëå ãá«®¢¨©, ª®£¤  p(�x; �u) = MNi1 + Nj1++k1 � (MN(i1 + �) + Nj2 + k2) = Nj1 + k1��Nj2�k2�MN� < 0 ¯à¨ �x = (j1; k1; j2; k2) ¨ �u =(�;N;M; p; L; q; r). �¥à¥¬¥­­ë¥ à áá¬ âà¨¢ îâ-áï ­  ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Dx = [q; q +M � 1]��[r; r+N�1]�[q; q+M�1]�[r; r+N�1]. �â®¡à -¦¥­¨¥ �, ª®â®à®¥ âà ­áä®à¬¨àã¥â ¡ §®¢®¥ ¬­®-¦¥áâ¢® Dx ¢ ¥¤¨­¨ç­ë© ªã¡, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à-¬ã« ¬¨ �y = � j1 � qM � 1 ; k1 � rN � 1 ; j2 � qM � 1 ; k2 � rN � 1�, ª®-â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥­ë ¤«ï «î¡ëå §­ ç¥­¨© ¯¥à¥-¬¥­­ëå ¨ ¤«ï «î¡ëå §­ ç¥­¨© ¯ à ¬¥âà®¢ áâà®-£® ¡®«ìè¨å ¥¤¨­¨æë. �­® ¯à¥®¡à §ã¥â ¯®«¨­®¬p(�x; �u) ¢ ~p(�y; �u):~p(�y; �u) = N((M � 1)j01 + q) + (N � 1)k01 + r��N((M�1)j02+ q)�((N�1)k02+ r)��MN� = (NM�N)j01 + (N�1)k01��(NM �N)j02� (N � 1)k02�MN�;£¤¥ �y = (j01; k01; j02; k02) 2 [0; 1]4, M > 1 ¨ N > 1.

do i=p,p+L-1do j=q,q+M-1do k=r,r+N-1A(M*N*i+N*j+k) = ...... = A(M*N*i+N*j+k)enddoenddoenddo�¨á. 1. �¥à¢ë© â¨¯¨ç­ë© ¯à¨¬¥à â¥« æ¨ª«  á «¨­¥ à¨§®¢ ­­ë¬¨ ááë«ª ¬¨.�á¯®«ì§ãï ­ èã ¯à®£à ¬¬ã ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï ª®-íää¨æ¨¥­â®¢ �¥à­èâ¥©­  ¯®«¨­®¬  p(�y; �u), ¯®-«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ®âà¨æ -â¥«ì­®áâ¨ ¯®«¨­®¬ :p(�x; �u) < 0, ¥á«¨ 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>: NM� > 0;NM�+N � 1 > 0;NM�+NM �N > 0;NM�+NM � 1 > 0;NM��N + 1 > 0;NM�+NM � 2N + 1 > 0;NM��NM +N > 0;NM��NM + 2N � 1 > 0;NM��NM + 1 > 0:�®¦­® «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® íâ  á¨áâ¥¬  ­¥à -¢¥­áâ¢ íª¢¨¢ «¥­â­  ­¥à ¢¥­áâ¢ã � � 1, â ª ª ªà áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® æ¥«®ç¨á«¥­­ë¥ §­ ç¥-­¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­¥®¡å®¤¨¬® ¤®ª § âì, çâ®íâ® ¢ëà ¦¥­¨¥ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¯¥à¥¬¥­­®© æ¨ª« i, ¯® ª®â®à®© ¢ëç¨á«¥­¨ï ¬®¦­® à á¯ à ««¥-«¨âì.� ¬¥â¨¬, çâ®, ¥á«¨ §­ ç¥­¨¥ �min ¡®«ìè¥ §­ -ç¥­¨ï, ¯®«ãç¥­­®£® ¤«ï � ¯à¨ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ë­¥à ¢¥­áâ¢, íâ® §­ ç¥­¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®-¢ ­® ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï æ¨ª«¨ç¥áª®£® à á¯à¥¤¥-«¥­¨ï ¬¥¦¤ã �min ¯à®æ¥áá®à ¬¨ ¢ æ¥«ïå ¢ë¤¥-«¥­¨ï § ¢¨á¨¬ëå ¨â¥à æ¨© ­  â®¬ ¦¥ ¯à®æ¥áá®-à¥. �â®â à¥§ã«ìâ â ¬®¦­® ¯à¨¬¥­¨âì ¯à¨ à á-ªàëâ¨¨ æ¨ª«  �min à § ¤«ï à á¯ à ««¥«¨¢ ­¨ï.�à¨¬¥à 5. �à¨¬¥à, ¯®ª § ­­ë© ­  à¨á. 2,ï¢«ï¥âáï â¥«®¬ æ¨ª«  ¤®áâã¯  ª ®¤­®¬¥à­®¬ã¬ áá¨¢ã A, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï «¨­¥ à¨§®¢ ­­®©¢¥àá¨¥© âà¥ã£®«ì­®© ¬ âà¨æë: ááë«ª  ­  A(i; j)¢ëç¨á«ï¥âáï ª ª A(i� (i+1)=2+ j). �­ «®£¨ç­®¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã ¯à¨¬¥àã ¬®¦­® ¯à®¢¥à¨âì, ¥áâì���������������� No 3 2004



8 �����, �������do i=0,N-1do j=0,iA(i*(i+1)/2+j) = ...enddodo j=0,i... = A(i*(i+1)/2+j)enddoenddo�¨á. 2. �â®à®© ¯à¨¬¥à â¥«  æ¨ª« á «¨­¥ à¨§®¢ ­­ë¬¨ ááë«ª ¬¨ ­  âà¥-ã£®«ì­ãî ¬ âà¨æã.do i=2,Ndo j=1,i-1if 4*i*i+j >= 3*i*j+5*i+1...else...endifenddoenddo�¨á. 3. �à¥â¨© ¯à¨¬¥à á® á«®¦­ë¬ ãá«®¢­ë¬¢ëà ¦¥­¨¥¬, ª®â®à®¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨áª«îç¥­®.«¨ § ¢¨á¨¬®áâì ¤ ­­ëå ¢ à §­ëå ¨â¥à æ¨ïå æ¨-ª« . � íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï¨ ¯à¨ § ¤ ­¨¨ ¡ §®¢®£® ¬­®¦¥áâ¢ .� áá¬®âà¨¬ ¯ àã ¨â¥à æ¨© (i1; j1) ¨ (i1+�; j2).�¥®¡å®¤¨¬® ¤®ª § âì, çâ®i1(i1 + 1)=2 + j1 < (i1 + �)((i1 + �) + 1)=2 + j2¤«ï «î¡®£® � � 1. �®¦­® ­ ©â¨ ¤®áâ â®ç­ë¥ãá«®¢¨ï ¤«ï ­¥à ¢¥­áâ¢  p(�x; �u) < 0, £¤¥ �x == (i1; j1; j2), �u = (�;N) ¨ p(�x; �u) = ��i1+j1�j2���2 + �2 . �¥à¥¬¥­­ë¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ­  ¡ -§®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥Dx = [0; N�1]�[0; i1]�[0; i1+�].�à¥®¡à §®¢ ­¨¥ � ¤«ï ®â®¡à ¦¥­¨ï ¡ §®¢®£®¬­®¦¥áâ¢  Dx ­  ¥¤¨­¨ç­ë© ªã¡ ®¯à¥¤¥«ï¥âáïª ª �y = ( i1N � 1 ; j1i1 ; j2i1 + �). �â® ¯à¥®¡à §®¢ -­¨¥ ­¥ ®¯à¥¤¥«¥­® ¯à¨ i1 = 0 ¨ N = 1. � ª¨¬

®¡à §®¬, â®çª¨ á (0; 0; 0) ¯® (0; 0; �) ¤®«¦­ë à á-á¬ âà¨¢ âìáï ®â¤¥«ì­®, ¨ N ¤®«¦­® ¡ëâì áâà®-£® ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¤¢ : D�x = [1; N � 1] � [0; i1]��[0; i1 + �]. �â®¡à ¦¥­¨¥ � ¯¥à¥®¯à¥¤¥«ï¥¬ ª ª�y = � i1 � 1N � 2 ; j1i1 ; j2i1 + ��.�â®¡à ¦¥­¨¥ � ¯à¥®¡à §ã¥â ¯®«¨­®¬ p(�x; �u) ¢~p(�y; �u):~p(�y; �u) = ��((N � 2)i01+ 1) + i1j01��(i1 + �)j02 � �2 + �2 == ��((N�2)i01+1)+((N�2)i01+1)j01��(((N � 2)i01 + 1) + �)j02 � �2 + �2 == (N�2)i01j01�(N�2)i01j02��(N�2)i01++j01 � (�+ 1)j02 � �(�+ 3)2 ;£¤¥ �y = (i01; j01; j02) 2 [0; 1]3 ¨ N > 2. �ë-ç¨á«ïï ª®íää¨æ¨¥­âë �¥à­èâ¥©­  ¯®«¨­®¬ p(�y; �u), ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî á¨áâ¥¬ã:p(�x; �u) < 0, ¥á«¨ 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�(�+ 3)2 > 0;�(�+ 5) + 22 > 0;�(�+ 3)� 22 > 0;�(�+ 5)2 > 0;�(�+ 2N � 1)2 > 0;�(�+ 2N + 1) + 2N�22 >0;�(�+ 2N�1)� 2N + 22 >0;�(�+ 2N + 1)2 > 0:�®¦­® «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢á¥ íâ¨ ãá«®¢¨ï ¢ë-¯®«­ïîâáï ¯à¨ � � 1. � ®á®¡®© â®çª¥ i1 = j1 = 0¯®«¨­®¬ p(�x; �u) ®âà¨æ â¥«¥­. � ª¨¬ ®¡à §®¬,¢ëà ¦¥­¨ï ¢ íâ¨å ¨â¥à æ¨ïå ­¥ § ¢¨áïâ ®â ¯¥-à¥¬¥­­®© æ¨ª«  i.�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à, ¯®ª §ë¢ îé¨©¯à¨¬¥­¨¬®áâì ­ è¥£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®  ¯¯ à -â  ¤«ï ã¤ «¥­¨ï ­¥¨á¯®«­ï¥¬®£® ª®¤  ¨§ ãá«®¢-­ëå ®¯¥à â®à®¢.�à¨¬¥à 6. � áá¬®âà¨¬ â¥«® æ¨ª« , ¯à¨¢¥-¤¥­­®£® ­  à¨á. 3.���������������� No 3 2004



������������� ����������� ������� � ���������� ���������� 9�­® á®¤¥à¦¨â á«®¦­®¥ ãá«®¢­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥,ª®â®à®¥ ¬®¦¥â § ¢¨á¥âì ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå æ¨ª« .�ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¢ëè¥®¯¨á ­­ë¥ ¬¥â®¤ë ¤«ï¯à®¢¥àª¨, ï¢«ï¥âáï «¨ ãá«®¢¨¥ ¢á¥£¤  ¢¥à­ë¬¨«¨ ¢á¥£¤  «®¦­ë¬, çâ®¡ë ¨áª«îç¨âì ­¥¨á¯®«-­ï¥¬ë¥ ªãáª¨ ª®¤  ¨§ ¯à®£à ¬¬ë.�¥à ¢¥­áâ¢® 4i2 + j � 3ij + 5i + 1 íª¢¨¢ -«¥­â­® ­¥à ¢¥­áâ¢ã p(�x; �u) = 4i2 � 3ij � 5i++j � 1 � 0. �®«ãç¨¬ �x = (i; j), �u = N ¨ Dx == [2; N ]� [1; i� 1]. �â®¡à ¦¥­¨¥ � § ¤ ¥âáï ª ª�y = � i� 2N � 2 ; j � 1i� 2�, ®­® ®¯à¥¤¥«¥­® â®«ìª® ¯à¨N áâà®£® ¡®«ìè¥¬ ¤¢ãå ¨ ¤«ï «î¡ëå â®ç¥ª, ªà®-¬¥ â®çª¨ (2; 1): D�x = [3; N ]� [1; i� 1]. �­ ç¨â,N ¤®«¦­® ¡ëâì áâà®£® ¡®«ìè¥, ç¥¬ âà¨, ¨ � ¯¥-à¥®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª �y = � i� 3N � 3 ; j � 1i� 2�. �ëç¨-á«¨¬ ~p(�y; �u):~p(�y; �u) = 4((N � 3)i0 + 3)2 � 3((N � 3)i0 + 3)��((i� 2)j0+ 1)� 5((N � 3)i0+ 3)++((i� 2)j0+ 1)� 1 == 4((N � 3)i0 + 3)2 � 3((N � 3)i0 + 3)��((((N � 3)i0 + 3)� 2)j0+ 1)��5((N � 3)i0 + 3)++(((N � 3)i0 + 3)� 2)j0 == (�24N+36+4N2)i02+ (�27� 3N2++18N)i02j0 + (�48 + 16N)i0++(�11N + 33)i0j0 � 8j0 + 12;£¤¥ �y = (i0; j0) 2 [0; 1]2 ¨ N > 3. �®áç¨â ¥¬ª®íää¨æ¨¥­âë �¥à­èâ¥©­  ¯®«¨­®¬  ~p(�y; �u) ¨¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢, ï¢«ïîéãîáï ¤®-áâ â®ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¯®«®¦¨â¥«ì­®áâ¨ ¯®«¨-­®¬  ­  ¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥:p(�x; �u) > 0, ¥á«¨ 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: 12 > 0;4 > 0;8N � 12 > 0;5N � 72 > 0;4N2 � 8N > 0;N2 �N � 2 > 0:�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢á¥ íâ¨ ãá«®¢¨ï ¢á¥£¤  ¢ë-¯®«­ïîâáï ¯à¨ N > 2. �«ï ®á®¡®© â®çª¨ (2; 1)¯®«ãç ¥¬, çâ® p(�x; �u) = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®-«¨­®¬ p(�x; �u) ¢á¥£¤  ­¥®âà¨æ â¥«¥­ ­  Dx, ¨ ¢ë-à ¦¥­¨¥ ¢ á«ãç ¥ else-ç áâ¨ ª®¤  ¬®¦¥â ¡ëâìã¤ «¥­®.

7. �������ë«® ¯®ª § ­®, çâ® á¨¬¢®«ì­ë© ¯®¤å®¤ ª ¨á-¯®«ì§®¢ ­¨î à §«®¦¥­¨ï �¥à­èâ¥©­  ¤«ï  ­ -«¨§  ¯®«¨­®¬®¢ ®â ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨¬¥¥â­¥áª®«ìª® ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢:� ¢­ãâà¥­­¨¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï ­¥ âà¥¡ãîâ ¡®«ì-è¨å ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå § âà â;� ¤ ­­ë© ¯®¤å®¤ à ¡®â ¥â á ¯à®¨§¢®«ì­ë-¬¨ ¯®«¨­®¬ ¬¨ ®â ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¡¥§®¢áïª¨å ®£à ­¨ç¥­¨©;� á«®¦­®áâì ¯®«ãç¥­­®© ­  ¢ëå®¤¥ á¨áâ¥¬ë­¥à ¢¥­áâ¢ ­ ¯àï¬ãî § ¢¨á¨â ®â á«®¦­®áâ¨¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢. �á«¨íâ¨ ª®íää¨æ¨¥­âë ï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¬¨ª®¬¡¨­ æ¨ï¬¨ ¯ à ¬¥âà®¢, â® ¢ëå®¤­ ï á¨-áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®-áâ â®ç­® ¯à®áâ® à¥è¥­ .�¤­ ª® ¯à¨ ¯à¨¬¥­¥­¨¨ íâ®£® ¬¥â®¤  ¬ëáâ «ª¨¢ ¥¬áï á ¤¢ã¬ï ®á­®¢­ë¬¨ ¯à®¡«¥¬ ¬¨:� ª ª à¥§ã«ìâ â à ¡®âë ¯à®£à ¬¬ë, ¬®¦¥â¡ëâì ¯®«ãç¥­  ¤®¢®«ì­® á«®¦­ ï á¨áâ¥¬ ¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ ®â ¬­®£¨å ¯¥-à¥¬¥­­ëå, ¨§ ª®â®à®© ­¥«ì§ï ¡ã¤¥â ¡ëáâà®á¤¥« âì ¢ë¢®¤ ® â®¬, ¢á¥£¤  «¨ ¢ë¯®«­ï¥â-áï ­ è¥ ¨§­ ç «ì­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¨«¨ ­¥â,¨ ¢ ª ª¨å á«ãç ïå ®­® ¬®¦¥â ¢ë¯®«­ïâìáï;� ¬®¦¥â ¢®§­¨ª­ãâì á¨âã æ¨ï, ª®£¤  ­¥«ì§ï§ ª«îç¨âì, ï¢«ï¥âáï «¨ ­ è ¯®«¨­®¬ ¯®-«®¦¨â¥«ì­ë¬ ¨«¨ ®âà¨æ â¥«ì­ë¬ ­  ¢á¥¬¡ §®¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Dx, â ª ª ª ¯®«ãç¥­­ ïá¨áâ¥¬  ­¥à ¢¥­áâ¢ ­¥ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì à¥è¥-­¨©.� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¥é¥ à § ¯à¨-¬¥­¨âì íâ®â ¬¥â®¤ ª ¯®«¨­®¬¨ «ì­®© á¨áâ¥¬¥,¯®«ãç¥­­®© ­  ¢ëå®¤¥, ¯ãâ¥¬ à §¤¥«¥­¨ï ¯ à -¬¥âà®¢ ­  2 â¨¯  ¯¥à¥¬¥­­ëå { ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨¯ à ¬¥âàë ­®¢®© á¨áâ¥¬ë. �¥è¥­¨ï, ­ ©¤¥­-­ë¥ íâ¨¬ ¬¥â®¤®¬, â ª¦¥ ¬®£ãâ ¡ëâì á¨áâ¥¬®©¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©. �®á«¥ ­¥áª®«ìª¨åâ ª¨å ¨â¥à æ¨© à¥è¥­¨ï ¢á¥© á¨áâ¥¬ë ¤®«¦­ë¡ëâì ­ ©¤¥­ë. �¥©ç á ¬ë § ­¨¬ ¥¬áï ¨áá«¥¤®-¢ ­¨¥¬ íâ®£® ¯®¤å®¤ .�® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¨§­ ç «ì­®¥ ¡ §®¢®¥ ¬­®-¦¥áâ¢® Dx ¤®«¦­® ¡ëâì à §¤¥«¥­® ­  ¯®¤¬­®-¦¥áâ¢  ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ­ ©â¨ à¥è¥­¨¥ ­  ª -¦¤®¬ ¨§ ­¨å. � à«®ää ¢ à ¡®â¥ [4] ¯à¥¤áâ ¢¨«���������������� No 3 2004



10 �����, �������¯à®æ¥¤ãàã ¤¥«¥­¨ï ¯ à ««¥«®£à ¬¬  ®¤­¨¬ ¨§¢®§¬®¦­ëå á¯®á®¡®¢. �® â ª ª ª ¬ë à áá¬ âà¨-¢ ¥¬ ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­ë¥ ¡ §®¢ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ ,íâ  ¯à®æ¥¤ãà  ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­  ¢ ­ -è¥¬ á«ãç ¥.�à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ ­¥«¨­¥©­ëå ¢ëà ¦¥­¨© ¢¯à®£à ¬¬ å ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå ¬¥â®¤®¢áâ ­®¢¨âáï ¢á¥ ¡®«¥¥ ¨ ¡®«¥¥ à á¯à®áâà ­¥­­ë¬¯à¨ âà áá¨à®¢ª¥ ¯à®£à ¬¬, í¢à¨áâ¨ç¥áª¨å ®æ¥­-ª å, £àã¡ëå ¯à¨¡«¨¦¥­¨ïå, ¤¨­ ¬¨ç¥áª®¬  ­ -«¨§¥ ¢ à¥ «ì­®¬ ¢à¥¬¥­¨ ¨ â.¤.�ë ¢ëà ¦ ¥¬ ¡« £®¤ à­®áâì �.�.� ­ªà âì¥-¢ã §  æ¥­­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï, á¤¥« ­­ë¥ ¢ ¯à®æ¥áá¥¯®¤£®â®¢ª¨ áâ âì¨.������ ����������1. �¥à­èâ¥©­ �.�. �®¡à ­¨¥ á®ç¨­¥­¨©. �. 1.�ª ¤¥¬¨ï ­ ãª ����, 1952.2. �¥à­èâ¥©­ �.�. �®¡à ­¨¥ á®ç¨­¥­¨©. �. 2.�ª ¤¥¬¨ï ­ ãª ����, 1954.3. Berchtold J., Bowyer A. Robust arithmetic formultivariate Bernstein-form polynomials // Com-puter-aided Design. 2000. V. 32. P. 681{689.4. Garlo� J. Application of Bernstein Expansionto the Solution of Control Problems / Vehi J.,Sainz M.A. (eds.) Proceedings of MISC'99 { Work-shop on Applications of Interval Analysis to Sys-
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