
Sur les extensions et les utilisations en Informatiqued'un r�esultat Math�ematique : Les polynômes d'EhrhartPhilippe ClaussLes polynômes d'Ehrhart constituent un r�esultat math�ematique important, permettant d'exprimerle nombre de solutions enti�eres d'un syst�eme d'�equations et d'in�equations rationnelles et param�etriques.L'informatique trouve ici un outil permettant une analyse symbolique exacte des programmes. Nousmontrons dans cet article que le math�ematicien Eug�ene Ehrhart a pos�e les bases d'un vaste domained'investigations, tant en math�ematique, permettant d'int�eressantes extensions, qu'en informatique, o�u lesapplications de ses r�esultats augmentent encore les possibilit�es des ordinateurs.Au d�ebut des ann�ees soixante, Eug�ene Ehrhart, math�ematicien strasbourgeois bien connu deslecteurs de ce bulletin, a mis en �evidence des r�esultats concernant le domaine de la g�eom�etriealg�ebrique. Plus pr�ecis�ement, ses r�esultats portent sur le nombre de solutions enti�eres d'un syst�emed'�egalit�es et d'in�egalit�es lin�eaires rationnelles, d�ependant d'un param�etre entier positif [5, 6, 7, 9,8, 10, 12, 13]. Par exemple, si l'on consid�ere le syst�eme d'in�egalit�es suivant :8<: 0 � x � nx+ y � 2n0 � y � 2no�u n est un param�etre entier positif. Le nombre de solutions enti�eres de ce syst�eme est donn�e parson polynôme d'Ehrhart qui est 32n2 + 52n+ 1.Ce probl�eme �etant bien cern�e, E. Ehrhart l'a tout de suite pos�e en terme de probl�eme g�eom�etrique.En e�et, tout syst�eme d'�equations lin�eaires d�e�nit un poly�edre convexe.Ses r�esultats sont notamment d'un grand int�erêt pour la recherche en informatique, et plus par-ticuli�erement en informatique parall�ele, domaine de recherche d�edi�e �a la conception et �a l'utilisationdes ordinateurs les plus puissants du monde, appel�es commun�ement super-calculateurs. Nous mon-trons dans cet article, comment ils sont utilis�es �a r�esoudre de nombreux probl�emes li�es �a l'utilisationde ces machines.Ces ordinateurs sont caract�eris�es par une architecture mat�erielle compos�ee de plusieurs pro-cesseurs, contrairement aux micro-ordinateurs que l'on trouve aujourd'hui sur nos bureaux, quin'en poss�edent qu'un seul. Les processeurs sont interconnect�es a�n de pouvoir se transmettredonn�ees et r�esultats de calculs, et s'occupent simultan�ement �a r�esoudre le même probl�eme g�en�eral,comme par exemple le calcul des �el�ements d'une matrice de taille 10000� 10000.Dans une premi�ere partie, nous rappelons quelques notions g�eom�etriques ainsi que les princi-paux r�esultats d'E. Ehrhart. Nous pr�esentons ensuite nos extensions de ses r�esultats, �a savoir, lespolynômes d'Ehrhart �a plusieurs variables, puis les polynômes d'Ehrhart de la projection a�ned'un polytope. Nous d�ecrivons, au paragraphe 4, comment sont calcul�es automatiquement cespolynômes par ordinateur. Au paragraphe 5, apr�es avoir introduit le contexte informatique, nousmontrons quelques utilisations �a des probl�emes d'analyse et de transformation de programmes.I.- G�eom�etrie et polynômes d'EhrhartRappelons tout d'abord la d�e�nition d'un poly�edre convexe :De�nition 1 Un poly�edre convexe P est un sous-ensemble de Rd qui est l'intersection d'un nombre�ni de demi-espaces ferm�es. Il peut être d�e�ni par un syst�eme d'in�egalit�es lin�eaires de la formeP = fx 2 Rd j A � x � Bg, o�u A est une matrice de taille m � d de r�eels et B un vecteur de taillem de r�eels, m �etant le nombre d'in�egalit�es lin�eaires.1



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 2Les �equations composant les syst�emes lin�eaires param�etriques consid�er�es par E. Ehrhart sontde la forme g�en�erale suivante :Pi aixi < bn+ c Pi aixi = bn+ c Pi aixi � bn+ co�u les ai, b et c sont des constantes enti�eres, les xi sont les variables du syst�eme, et n est unparam�etre entier positif.Ces syst�emes d�ependant d'un param�etre entier positif n, les poly�edres ainsi d�e�nis sont donc�egalement param�etriques. D'un point de vue g�eom�etrique, les solutions enti�eres du syst�eme initialsont les points de coordonn�ees enti�eres appartenant au poly�edre. Compter le nombre de solutionsenti�eres du syst�eme initial revient donc �a compter le nombre de points entiers du poly�edre.Le d�enombrement des solutions enti�eres n'a bien sûr de sens que si ce nombre est �ni. Lespoly�edres consid�er�es sont donc eux aussi �nis, ou born�es. On les appelle alors des polytopes.Ils sont l'enveloppe convexe d'un nombre �ni de points de l'espace. On distingue les polytopesentiers, dont leurs sommets poss�edent tous des coordonn�ees enti�eres, et les polytopes rationnels,pour lesquels au moins un sommet poss�ede des coordonn�ees rationnelles.Le r�esultat majeur d'E. Ehrhart est d'avoir d�emontr�e que les nombres de points entiers de telspolytopes sont des polynômes en n, de degr�e �egal �a la dimension du plus petit espace contenantle polytope, si le polytope est entier, et sont des pseudo-polynômes de mêmes caract�eristiques si lepolytope est rationnel [11].Les pseudo-polynômes sont des polynômes particuliers : leurs coe�cients sont des nombresp�eriodiques, c'est �a dire des listes �nies de valeurs rationnelles, o�u la valeur prise par le coe�cientest d�etermin�ee par le rang de la valeur dans la liste, donn�e par la valeur du modulo de n parrapport au nombre de valeurs de cette liste. Pour être plus clair, prenons un exemple simple :Exemple 1 Soit le pseudo-polynôme f(n) = [0; 1; 2]n2 + �1; 12�n + �0; 14�. Selon les valeurs de nmodulo 3 et n modulo 2, f(n) prendra les valeurs suivantes :Si n modulo 3 = 1 et n modulo 2 = 1, f(n) = nSi n modulo 3 = 1 et n modulo 2 = 0, f(n) = 12n+ 14Si n modulo 3 = 2 et n modulo 2 = 1, f(n) = n2 + nSi n modulo 3 = 2 et n modulo 2 = 0, f(n) = n2 + 12n+ 14Si n modulo 3 = 0 et n modulo 2 = 1, f(n) = 2n2 + nSi n modulo 3 = 0 et n modulo 2 = 0, f(n) = 2n2 + 12n + 14Le nombre maximumde valeurs prises par les coe�cients p�eriodiques est donn�e par le d�enomina-teur du polytope, c'est �a dire par le plus petit communmultiple des d�enominateurs des coordonn�eesdes sommets du polytope. Un autre r�esultat assure que le coe�cient du terme du plus haut degr�eest constant (non p�eriodique), si l'on est sûr que le syst�eme poss�ede au moins une solution enti�ere.Voyons un exemple simple a�n d'illustrer ces rappels.Exemple 2 Soit Sn le syst�eme lin�eaire suivant :(Sn)8>>>><>>>>: x � 0x � 12ny � 0y � 12nn � 0Ce syst�eme Sn d�e�nit un polytope rationel param�etrique Pn et plus pr�ecis�ement, un carr�e dont lessommets ont pour coordonn�ees (0; 0), (12n; 0), (0; 12n) et (12n; 12n). Le carr�e et ses points entierssont repr�esent�es sur la �gure suivante pour n de 0 �a 4 :



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 3n = 0 n = 2 n = 3x y n = 1 n = 4Le d�enominateur de Pn est 2, la dimension de l'espace le contenant est 2, et on est sûr que Snposs�ede au moins une solution enti�ere. Par cons�equent, le pseudo-polynôme d'Ehrhart de Pn a doncla forme g�en�erale suivante : pe(n) = c1n2 + [c2; c3]n + [c4; c5]. A�n de d�eterminer les coe�cientsci, 5 valeurs num�eriques de pe(n); n 2 [0; 4], d�etermin�ees en comptant les points entiers de la �gureci-dessus, permettent de poser un syst�eme d'�egalit�es lin�eaires dont les solutions sont leurs valeursnum�eriques : pe(0) = c5 = 1pe(1) = c1 + c2 + c4 = 1pe(2) = 4c1 + 2c3 + c5 = 4pe(3) = 9c1 + 3c2 + c4 = 4pe(4) = 16c1 + 4c3 + c5 = 9 9>>>>=>>>>;) pe(n) = 14n2 + [12 ; 1]n+ [14 ; 1]Ainsi, le carr�e (ou syst�eme d'in�equations) d�e�ni avec n = 9 999 999 poss�ede 100 000 009 999 998points entiers (ou solutions enti�eres).Plus g�en�eralement, la "forme" du polytope Pn varie selon des intervalles de valeurs de n. Ainsi,d�eterminer une expression param�etrique du nombre de points entiers contenus dans n'importe quelpolytope param�etrique Pn, consiste tout d'abord, �a d�ecomposer Pn en une union de polytopesPn1 , Pn2 , : : : , d�e�nis sur des domaines adjacents de valeurs du param�etre n, et pour lesquels lescoordonn�ees des sommets sont des expressions a�nes en n, puis �a calculer le polynôme d'Ehrhartpour chacun de ces polytopes.Exemple 3 Dans la �gure ci-dessous, le polytope d�e�ni par Pn = f(x; y) j x � 0; y � 0; x+ y �n; y � 10g est repr�esent�e, montrant le changement de sa forme par rapport au param�etre n.
j � 0i � 0 i � n� jj

i
j � 10Lorsque n est compris entre 0 et 10, Pn est un triangle, et lorsque n est sup�erieur �a 10, Pn est unquadrilat�ere. Ainsi, Pn est d�ecompos�e en 2 polytopes :Pn = � Pn1 si 0 � n � 10; de sommets (0; 0); (n; 0) et (0; n)Pn2 si 10 � n; de sommets (0; 0); (n; 0); (0; 10) et (n� 10; 10)



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 4II.- Les polynômes d'Ehrhart �a plusieurs variablesDans notre contexte d'utilisation de ces r�esultats, ceux-ci doivent être �etendus �a un nombre quel-conque de param�etres. Les syst�emes consid�er�es plus g�en�eraux sont alors de la forme :Pi aixi <Pj bjnj + c Pi aixi =Pj bjnj + c Pi aixi �Pj bjnj + co�u les ai, bj et c sont des constantes enti�eres, les xi sont les variables du syst�eme, et les nj sontdes param�etres entiers positifs. E. Ehrhart a entamm�e une �etude de ces syst�emes. Cette �etude setermine par la conjecture suivante [10, p. 139] :Conjecture 1 (conjecture d'Ehrhart) Pour tout syst�eme lin�eaire diophantien de dimension quel-conque, d�ependant lin�eairement de plusieurs param�etres entiers positifs, le nombre symbolique desolutions enti�eres exprim�e en fonction de ces param�etres s'exprime sur plusieurs domaines devaleurs de ces param�etres, par di��erents pseudo-polynômes.Nous d�emontrons cette conjecture dans [2]. Cette extension passe �egalement par une re-d�e�nition des nombres p�eriodiques en tableaux de valeurs rationnelles possibles de dimension �egaleau nombre de param�etres. Par exemple, (�1)n�m peut être repr�esent�e par le tableau �a deux di-mensions : � 1 �1�1 1 �n;m. Le r�esultat �nal de notre extension se traduit par le th�eorême suivant:Th�eorême 1 (th�eorême fondamental d'Ehrhart �etendu) Soit PN , N = (n1; n2; : : : ; np), un poly-tope dans un espace de dimension k, et tel que les coordonn�ees de ses sommets sont des expres-sions a�nes en N . Le nombre de points entiers de PN est un polynôme �a plusieurs variablesn1; n2; : : : ; np, de degr�e k, si PN est entier, et est un pseudo-polynôme �a plusieurs variablesn1; n2; : : : ; np, de degr�e k, et dont la pseudo-p�eriode est le d�enominateur de PN , si PN est ra-tionnel. Ce pseudo-polynôme est de la forme :pe(n1; n2; : : : ; np) = kXi1=0 k�i1Xi2=0 : : : k�i1�i2�:::�ip�1Xip=0 ci1;i2;::: ;ipni11 ni22 : : :nippo�u les ci1;i2;::: ;ip sont des nombres p�eriodiques d�e�nis par des tableaux de valeurs rationnelles dedimension p.Notons que bien que les polynômes d'Ehrhart soient une expression param�etrique du nombrede solutions enti�eres, ils servent �egalement au d�enombrement des solutions enti�eres de syst�emesd'in�equations instanci�es, ou non-param�etriques, par simple introduction d'un param�etre \arti�ciel"dans les in�equations.III.- Le polynôme d'Ehrhart de la projection a�ne d'un polytopeLa projection a�ne d'un polytope pose une di�cult�e suppl�ementaire. Les points entiers contenusdans un polytope PN sont organis�es en un r�eseau r�egulier. Si l'on applique une projection a�ne �aun tel polytope, l'objet g�eom�etrique r�esultant n'est plus, en g�en�eral, un r�eseau r�egulier de pointsentiers. On ne peut donc plus mod�eliser ces points par leur enveloppe convexe, comme il est montr�e



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 5sur l'exemple de la �gure ci-dessous.
Le d�enombrement des points r�esultants d'une telle projection a�ne ne peut donc plus s'e�ectuer parla m�ethode d�ecrite dans les paragraphes pr�ec�edents. Toutefois, l�a aussi, les polynômes d'Ehrhartnous apportent l'information n�ecessaire au calcul du polynôme d'Ehrhart d'une projection a�ned'un polytope (param�etrique ou non). Dans le cas d'une projection d'un polytope param�etrique,nous obtenons le r�esultat suivant d�emontr�e dans [3] :Th�eorême 2 Le nombre de points entiers, r�esultants d'une projection a�ne des points entierscontenus dans un polytope param�etrique, est d�e�ni sur plusieurs domaines adjacents de valeurs desparam�etres, par di��erents polynômes d'Ehrhart.Un exemple d'application informatique de ces r�esultats �a un probl�eme d'acc�es en m�emoire locale(ou m�emoire cache) d'un processeur par un programme est d�ecrit dans la suite. Voyons �a pr�esentcomment le calcul de ces polynômes s'e�ectue de mani�ere automatique par un ordinateur.IV.- Le calcul des polynômes d'Ehrhart par ordinateurNous avons �ecrit un programme en langage C calculant les polynômes d'Ehrhart (�a une ou plusieursvariables) pour n'importe quel polytope entier ou rationnel d�e�ni par un syst�eme d'in�egalit�eslin�eaires param�etriques de la forme d�ecrite plus haut. Ce programme se d�ecompose en plusieurs�etapes principales de calculs :1. Lecture du syst�eme d'in�egalit�es param�etriques SN .2. Calcul des coordonn�ees param�etriques des sommets de PN d�e�ni par SN , et des domainesd'existence de ces sommets d�e�nis par q contraintes lin�eaires sur les param�etres, de la formeC �N � D, o�u C est une matrice de taille q�p et D un vecteur de taille q. Pour cette �etape,nous utilisons un programme �ecrit par V. Loechner et D.K. Wilde d�ecrit dans [17].Chaque domaine de d�e�nition des sommets param�etriques correspond �a un polytope associ�e�a un unique polynôme d'Ehrhart : les coordonn�ees des sommets sur un domaine donn�e sontdes combinaisons a�nes des param�etres.3. Pour chacun de ces domaines d'existence, calcul du polynôme d'Ehrhart correspondant, parr�esolutions successives de syst�emes d'�equations lin�eaires symboliques.Les valeurs initiales num�eriques n�ecessaires �a la r�esolution des syst�emes s'obtiennent par lad�etermination pr�ealable de boucles de parcours du polytope PN . Pour le lecteur non fami-lier du jargon informatique, il s'agit de structures de contrôle d'un programme permettantd'e�ectuer un même traitement sur un domaine convexe de points entiers, par parcours de cedomaine selon l'ordre lexicographique des coordonn�ees. Dans notre cas, ce traitement consistetout simplement en un d�enombrement des �el�ements de ce domaine d'indices, pour quelquespetites valeurs des param�etres.Ces boucles de parcours s'obtiennent notamment par la m�ethode de Fourier-Motzkin [19],dont nous utilisons une impl�ementation logicielle.



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 6Exemple 4 Consid�erons le syst�eme d'in�egalit�es lin�eaires suivant :Hn;m8>><>>: 0 � x � m�120 � y � m�2x�12x+ y � m� n� 11 � m � 2n+ 1A partir de cette d�e�nition du polytope Pn;m, le programme calcule tout d'abord les coordonn�eesparam�etriques de ses sommets ainsi que leurs domaines d'existence :� Si 1 � m � n + 1 (domaine 1), alors les coordonn�ees des sommets de Pn;m sont (m�12 ; 0),(0; m�12 ) et (0; 0).� Si n + 1 � m � 2n + 1 (domaine 2), alors les coordonn�ees des sommets de Pn;m sont(m � n� 1; 0), (m�12 ; 0), (0;m� n� 1) et (0; m�12 ).Sur chacun des domaines 1 et 2, un polynôme d'Ehrhart est calcul�e. Voyons cela en d�etail pour ledomaine 1.Le polynôme d'Ehrhart pe(n;m) est exprim�e d'abord par un polynôme �a une variable (un desparam�etres). Son degr�e est donn�e par la dimension du polytope Pn;m, ici 2, et la p�eriode descoe�cients par son d�enominateur, ici 2. D'o�u pe(n;m) = c1m2 + [c2; c3]m + [c4; c5], o�u les cisont des pseudo-polynômes en n de mêmes caract�eristiques. Le calcul des 5 coe�cients c1; : : : ; c5s'e�ectue par le syst�eme lin�eaire de 5 �equations suivant, utilisant 5 valeurs initiales symboliquespe(n; 1); : : : ; pe(n; 5) : 8>>>><>>>>: c1 + c2 + c4 = pe(n; 1)4c1 + 2c3 + c5 = pe(n; 2)9c1 + 3c2 + c4 = pe(n; 3)16c1 + 4c3 + c5 = pe(n; 4)25c1 + 5c2 + c4 = pe(n; 5)La r�esolution de ce syst�eme n�ecessite le calcul pr�ealable de pe(n; 1); : : : ; pe(n; 5), qui poss�edenttous la même forme g�en�erale suivante : c1n2 + [c2; c3]n + [c4; c5]. Nous avons donc 5 syst�emeslin�eaires de 5 �equations �a r�esoudre, n�ecessitant chacun la d�etermination de 5 valeurs num�eriquesinitiales. Pour cela, notre programme d�etermine une boucle de parcours de Pn;m :init_val := 0 ;pour x de 0 �a (m-1)/2 fairepour y de max(0,m-n-x-1) �a (m-2*x-1)/2 faireinit_val := init_val + 1 ;Par exemple, pour le calcul de pe(n; 1), nous �ex�ecutons 5 fois cette boucle de parcours avec m = 1,et en faisant varier la valeur de n �a chaque fois, de 1 �a 5. Les valeurs num�eriques ainsi obtenuespermettent alors de r�esoudre le syst�eme suivant :8>>>><>>>>: c1 + c2 + c4 = pe(1; 1) = 14c1 + 2c3 + c5 = pe(2; 1) = 19c1 + 3c2 + c4 = pe(3; 1) = 116c1 + 4c3 + c5 = pe(4; 1) = 125c1 + 5c2 + c4 = pe(5; 1) = 1 ) pe(n; 1) = 1De la même mani�ere, le programme calcule pe(n; 2) = 1, pe(n; 3) = 3, pe(n; 4) = 4, pe(n; 5) = 6.Le tout premier syst�eme peut donc maintenant être r�esolu :8 m 2 [1::n+ 1]; pe(n;m) = 18m2 + �12 ; 14�m + �38 ; 0�mL'application des mêmes op�erations sur le domaine 2 donne le r�esultat suivant :8 m 2 [n+ 1::2n+ 1]; pe(n;m) = nm� 12n2 � 12n � 38m2 + �1; 34�mm+ �38 ; 0�mVoyons �a pr�esent quelques cas d'utilisation de ces math�ematiques �a l'informatique parall�ele.



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 7V.- Polynômes d'Ehrhart et Informatique Parall�eleNous nous int�eressons plus particuli�erement au domaine de la parall�elisation automatique de pro-grammes s�equentiels en informatique parall�ele. Son objectif est de d�eterminer des m�ethodes ef-�caces permettant de d�etecter et d'exploiter le parall�elisme inh�erent �a une s�equence d'op�erationsd'un programme s�equentiel "classique". A�n d'introduire l'id�ee g�en�erale de ces m�ethodes, prenonsun exemple �evident d'une suite d'additions :X := A + B ;Y := C + D ;Z := X + Y ;Sur un ordinateur poss�edant un seul processeur, l'ordre de calcul sera d'abord le calcul de X, puisle calcul de Y, et �nalement le calcul de Z. Mais pour acc�el�erer le calcul, on peut remarquer quele calcul de Y peut s'e�ectuer ind�ependamment du calcul de X. Par cons�equent, sur un ordinateurposs�edant au moins deux processeurs, X et Y peuvent être calcul�es simultan�ement sur deux pro-cesseurs di��erents. Par contre, le calcul de Z ne peut �evidemment pas s'e�ectuer avant ceux de Xou de Y. Par cons�equent, Z doit être calcul�e apr�es X et Y sur n'importe quel processeur.La parall�elisation automatique poss�ede son plus large champ d'applications dans les pro-grammes s�equentiels de types scienti�ques : calculs num�eriques, simulations physiques, : : : Cesprogrammes, �ecrits le plus souvent dans le langage de programmation fortran, ont un parall�elismeinh�erent situ�e �a 80 % dans des structures de contrôle appel�ees commun�ement boucles. Ces bouclespermettent d'exprimer la r�ep�etition d'une suite d'op�erations relativement �a une variation de valeursd'indices. Elles peuvent être sch�ematis�ees de la mani�ere suivante :Pour i de inf(i) a sup(i) fairePour j de inf(j) a sup(j) faire................................operation 1 ;operation 2 ;...........operation n ;................................Fin PourFin PourAinsi, l'indice de la boucle la plus interne, c'est �a dire la plus proche de la suite d'op�eration estincr�ement�e de 1 apr�es l'�ex�ecution de l'operation n, puis la suite d'op�erations est r�e-�ex�ecut�ee. Savaleur initiale est donn�ee par la valeur de inf(..) et sa valeur maximum par sup(..). D�es quesa valeur maximum est atteinte, la suite d'op�erations est �ex�ecut�ee une derni�ere fois puis l'indicede la boucle de niveau juste sup�erieur est incr�ement�e. Si sa valeur maximum n'est pas atteinte, laboucle la plus interne est �a nouveau �ex�ecut�ee pour toutes les valeurs de son indice. Par exemple,un programme permettant d'a�cher tous les �el�ements d'une matrice A de taille N � N pourraitêtre le suivant :Pour i de 1 a N fairePour j de 1 a N faireAfficher[A(i,j)]Fin PourFin PourUn ensemble de structures de boucle de ce type, incluses les unes dans les autres est appel�ecommun�ement un nid de boucles.De plus, les bornes d'indices inf(..) et sup(..) sont en g�en�eral des fonctions a�nes desindices des boucles de niveaux sup�erieurs, et les op�erations portent souvent sur des �el�ements detableaux, ou de matrices, dont les indices sont eux-mêmes exprim�es par des fonctions a�nes desindices de boucles.



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 8Un exemple simple et bien connu est le produit matriciel. Tout math�ematicien connait laformule cij =PNk=1 aikbkj, exprimant le produit de deux matrices carr�ees A et B de tailles N �Nen une matrice C. Ce calcul peut être programm�e en un nid de boucles :Pour i de 1 a N fairePour j de 1 a N fairePour k de 1 a N fairec[i,j] := c[i,j] + a[i,k] * b[k,j]Fin PourFin PourFin Pouro�u le calcul d'un �el�ement c(i; j) est e�ectu�e en N pas par cumul dans c(i; j).Nos m�ethodes de parall�elisation automatique passent par une mod�elisation g�eom�etrique d'untel nid de boucles. Chaque pas de calcul de tous les �el�ements c(i; j) est repr�esent�e dans l'espacepar un point de coordonn�ees enti�eres (i; j; k). Ainsi, le produit matriciel est repr�esent�e par un cubed�e�ni par les bornes inf�erieures et sup�erieures de tous les indices de boucles i, j et k, dans lequelseuls les points �a coordonn�ees enti�eres sont signi�catifs : ce sont les solutions enti�eres du syst�emed�e�ni par : 8<: 1 � i � N1 � j � N1 � k � NDans ce cas, leur nombre, ou le polynôme d'Ehrhart du cube, est facile �a d�eterminer, mais permetde veri�er la m�ethode : pe(n) = N3. Ce nombre nous permet dans ce cas d'exprimer le nombrede calculs �el�ementaires e�ectu�es par notre programme. Cette information est utile notammentpour �evaluer le temps d'ex�ecution du programme, ou pour r�ealiser l'�equilibrage de charge entre lesprocesseurs, c'est �a dire allouer les calculs �el�ementaires en nombre �egal pour chaque processeur del'ordinateur.Voyons maintenant quelques applications particuli�eres des polynômes d'Ehrhart �a l'analyse et�a la transformation de programmes parall�eles.Le parall�elisme potentielLa parall�elisation d'un programme consiste non seulement �a une allocation des calculs �el�ementaires�a des processeurs mais �egalement �a un ordonnancement dans le temps de ces calculs. Une m�ethodeaujourd'hui bien connue d�e�nit une fonction lin�eaire d'allocation des calculs de la forme :Zn �! Zn�1alloc : X 7�! D �Xo�u X est un point �a coordonn�ees enti�eres associ�e �a un calcul, et D est une matrice de taille(n � 1) � n. Cette fonction revient �a projeter le poly�edre convexe d�e�ni par les points de calculs,que l'on appelle le domaine de calcul, selon un vecteur ~p. La matrice D est donc telle que lamatrice � D~p � d�e�nit une base deZn. Ainsi, alloc(X) nous donne les coordonn�ees du processeure�ectuant le calcul X.L'ordonnancement temporel des calculs s'exprime �egalement par une fonction lin�eaire, expri-mant une mod�elisation discr�ete du temps, et consid�erant que tous les calculs �el�ementaires prennentune même dur�ee, c'est �a dire 1 : Zn �! Zpas : X 7�! ~t �X + cLes vecteurs ~t et ~p doivent v�eri�er la relation ~p � ~t 6= 0, exprimant que deux calculs X et Y demêmes instants de calculs, c'est �a dire tels que pas(X) = pas(Y ), ne peuvent pas être e�ectu�es parle même processeur. De plus, lorsque le calcul d'un �el�ement utilise un autre �el�ement calcul�e par



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 9le programme, ce calcul ne peut se faire qu'apr�es le calcul de l'�el�ement utilis�e. On parle alors ded�ependances entre les calculs, mod�elis�ees par des vecteurs de d�ependances ~d entre les points entiersdu domaine de calcul. Le respect de ces d�ependances est r�ealis�e si et seulement si ~d � ~t > 0 pourtous vecteurs ~d.Pour notre exemple du produit matriciel, un ordonnancement temporel et une allocation validessont d�e�nis respectivement par pas(i; j; k) = i + j + k � 2 et alloc(i; j; k) = (i; j). Ces choixcorrespondent �a un programme parall�ele pouvant être repr�esent�e par un r�eseau carr�e de tailleN � N de processeurs interconnect�es et d'ex�ecution rythm�ee par une horloge globale, o�u chaqueprocesseur de coordonn�ees (i; j) est d�edi�e au calcul d'un �el�ement cij de la matrice C. De plus, lesconnections entre les processeurs servent �a la circulation des �el�ements des matrices A et B dansun ordre et une direction bien d�e�nis, correspondant aux besoins en donn�ees de chaque processeurpour son calcul. Un tel r�eseau est repr�esent�e ci-dessous pour N = 4.c11 c14c13c12c21 c22 c23 c24c31 c32 c33 c34c41 c42 c43 c448>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
BA z }| {

Les calculs simultan�es d'un instant donn�e t0, tels que pas(X) = t0, sont par cons�equent d�e�nisg�eom�etriquement par les points entiers appartenant �a l'intersection entre un hyperplan orthogonalau vecteur ~t et le domaine de calcul. Leur nombre d�e�nit le nombre de calculs simultan�es �a l'instantt0, ou parall�elisme potentiel �a t0.Pour notre exemple du produit matriciel avec pas(i; j; k) = i+ j+ k� 2, ces calculs simultan�es�a t0 sont d�e�nis par : 8>><>>: 1 � i � N1 � j � N1 � k � Ni + j + k � 2 = t0Le nombre de points entiers du polytope param�etrique PN;t0 ainsi d�e�ni correspond donc au par-all�elisme potentiel de l'instant t0. Le calcul du polynôme d'Ehrhart de PN;t0 donne le r�esultatsuivant : Si 1 � t0 � N , pe(N; t0) = 12 t20 + 12 t0Si N � t0 � 2N � 1, pe(N; t0) = �32N2 � t20 + 3Nt0 � t0Si 2N � 1 � t0 � 3N � 2, pe(N; t0) = 92N2 + 12 t20 � 3Nt0 � 32N + 12 t0Il est int�eressant de maximiser ces polynômes, a�n d'obtenir le nombre maximum symboliquede calculs simultan�ees, maxpar(N ), atteint lors de l'ex�ecution du programme parall�ele. Cetteinformation peut être n�ecessaire pour d�eterminer le nombre maximum de processeurs simultan�e-ment actifs, et donc le nombre minimum de processeurs utiles �a l'ex�ecution de ce programme.Cette maximisation ne posant pas de probl�eme math�ematique particulier, nous en donnons justele r�esultat �nal : Si N � 7, maxpar(N ) = N(N+1)2Si N > 7, maxpar(N ) = 34N2 � 32N + � 14 ; 0�



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 10Ces quantit�es peuvent être compar�ees au nombre de processeurs, np, r�esultant de la fonctiond'allocation alloc, a�n de d�eterminer le taux d'utilisation du r�eseau de processeurs. Dans notre ex-emple, np est facile �a d�eterminer (np(N ) = N2). Mais dans le cas plus g�en�eral d'une fonction allocquelconque, la d�etermination de np n�ecessite l'utilisation de la m�ethode pr�esent�ee au paragraphe4. Pour l'exemple, le calcul du ratio maxpar(N)np(N) nous informe qu'environ 3=4 des processeurs aumaximum sont utilis�es simultan�ement pour N grand.La taille des m�emoires cachesNous utilisons ici l'extension des polynômes d'Ehrhart aux projections a�nes de polytopes d�ecriteau paragraphe 4.Consid�erons le programme suivant :Pour i de 1 a 8 fairePour j de 1 a 5 fairea(6i+9j-7) := a(6i+9j-7) + 5Fin PourFin PourUn objectif classique en analyse de programmes est de d�eterminer le nombre de donn�ees dif-f�erentes acc�ed�ees lors de l'ex�ecution. Ce nombre sert notamment �a �evaluer la taille m�emoiren�ecessaire au stockage des donn�ees utiles au programme. Si celui-ci est ex�ecut�e sur un seul pro-cesseur d'une machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee, c'est-�a-dire o�u chaque processeur poss�edeune m�emoire locale (ou cache), cette taille concernera uniquement la m�emoire de ce processeur.Dans notre exemple, les donn�ees acc�ed�ees sont des �el�ements d'un tableau �a une dimensiona. Ces �el�ements sont r�ef�erenc�es par une combinaison a�ne des indices de boucle du programme,a(6i+ 9j � 7). D�eterminer le nombre de donn�ees acc�ed�ees par le programme revient �a d�eterminerle nombre de valeurs di��erentes de 6i+ 9j � 7 atteintes pour 1 � i � 8 et 1 � j � 5. Ce probl�emerevient donc �a d�enombrer les points entiers r�esultant de l'application de la projection a�ne d�e�niepar Proj Aff(i; j) = 6i+ 9j � 7, aux points entiers du polytope d�e�ni par P = f(i; j) 2Z2 j 1 �i � 8; 1 � j � 5g.Ce probl�eme rel�eve bien de la m�ethode du paragraphe 4. Le polytope param�etr�e, caract�erisantles points de P qui r�esultent en une même valeur y = 6i+ 9j � 7, est d�e�ni par Py = f(i; j) 2Z2 j1 � i � 8; 1 � j � 5; y = 6i + 9j � 7g. On calcule les polynômes d'Ehrhart de Py. Le r�esultatconsiste en 3 domaines adjacents D1, D2 et D3 de valeurs de y, chacun �etant associ�e �a un polynômed'Ehrhart pe1(y), pe2(y) et pe3(y) :� D1 = fy 2Zj8� y � 44g,pe1(y) = �0; 118 ; 0�y + �0;�19 ; 0; 0;� 518 ; 0; 0; 59 ; 0; 0;�1118 ; 0; 0; 29 ; 0; 0; 118 ; 0�� D2 = fy 2Zj44� y � 50g,pe2(y) = [0; 3; 0; 0; 2; 0]� D3 = fy 2Zj50� y � 86g,pe3(y) = �0;� 118 ; 0� y + �0; 469 ; 0; 0; 9518 ; 0; 0; 499 ; 0; 0; 8318 ; 0; 0; 529 ; 0; 0; 8918 ; 0�Par exemple, l'�el�ement de tableau a(41) est r�ef�erenc�e 2 fois par le programme : puisque 41modulo 3 =2 (la 2�eme valeur du 1er coe�cient p�eriodique est prise en compte) et 41 modulo 18 = 5 (la 5�emevaleur du 2�eme coe�cient p�eriodique est prise en compte), on obtient pe1(41) = 4118 � 518 = 2.Les domaines de valeurs de y sont transform�es en domaines disjoints : D1 = fy 2Zj8� y � 44g,D2 = fy 2 Zj44 < y < 50g et D3 = fy 2 Zj50 � y � 86g. Sur chaque domaine Dq et pour toutpolynôme pev(y) extrait de peq(y), tel qu'il n'est pas �egal �a z�ero pour toute valeur de y, on d�e�nitun polytope pour lequel les points entiers doivent être d�enombr�es. On obtient les polytopes suivants



Sur les extensions et les utilisations en Informatique d'un r�esultat Math�ematique : : : 11: D18>>>>>><>>>>>>: f8 � y � 44; y modulo 18 = 2gf8 � y � 44; y modulo 18 = 5gf8 � y � 44; y modulo 18 = 8gf8 � y � 44; y modulo 18 = 11gf8 � y � 44; y modulo 18 = 14gf8 � y � 44; y modulo 18 = 17g D2� f44 < y < 50; y modulo 6 = 2gf44 < y < 50; y modulo 6 = 5gD38>>>>>><>>>>>>: f50 � y � 86; y modulo 18 = 2gf50 � y � 86; y modulo 18 = 5gf50 � y � 86; y modulo 18 = 8gf50 � y � 86; y modulo 18 = 11gf50 � y � 86; y modulo 18 = 14gf50 � y � 86; y modulo 18 = 17gL'application de la transformation d�ecrite dans la proposition 4 donne les polytopes suivants :D18>>>>>><>>>>>>: f1 � z � 2gf1 � z � 2gf0 � z � 2gf0 � z � 1gf0 � z � 1gf0 � z � 1g D2� f7 < z < 8gf7 � z � 7g D38>>>>>><>>>>>>: f3 � z � 4gf3 � z � 4gf3 � z � 4gf3 � z � 4gf2 � z � 4gf2 � z � 3gLe d�enombrement des points entiers de ces polytopes est facile et r�esulte en 2+2+3+2+ 2+ 2+0 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 2 = 27.Pour tous les polynômes pev(y) non toujours nuls, on calcule leurs racines a�n de d�eterminerNr . Par exemple, on a les polynômes pev(y) suivants sur le domaine D1 :D18>>>>>><>>>>>>: Si y modulo 18 = 2; pe2(y) = 118y � 19Si y modulo 18 = 5; pe5(y) = 118y � 518Si y modulo 18 = 8; pe8(y) = 118y + 59Si y modulo 18 = 11; pe11(y) = 118y � 1118Si y modulo 18 = 14; pe14(y) = 118y + 29Si y modulo 18 = 17; pe17(y) = 118y + 118Le calcul de leurs racines r�esulte en une seule racine valide 11. Pour les autres domaines, ond�etermine une seule autre racine valide sur D3 qui est 83. Par cons�equent, l'on doit soustraire 2au d�ecompte pr�ec�edent.En conclusion, le nombre de donn�ees di��erentes acc�ed�ees par le programme, ou la taille m�emoiren�ecessaire au programme, est de 25.VI.- ConclusionLes extensions et applications des polynômes d'Ehrhart nous ont amen�es �a des publications dansdes conf�erences et revues d'audience internationales sp�ecialis�ees en informatique [1, 2, 3, 4], et biend'autres sont �a pr�evoir. Ces r�esultats sont aujourd'hui reconnus et utilis�es dans d'autres travaux [14,15, 18, 16]. Beaucoup d'autres utilisations auraient pu être pr�esent�ees ici, et peuvent être esp�er�eesmoyennant une mod�elisation opportune des probl�emes pos�es. L'analyse symbolique permise parles travaux d'Eug�ene Ehrhart, est non seulement int�eressante pour r�esoudre des probl�emes denature param�etr�ee, mais l'est aussi pour tout autre type de probl�emes grâce �a des mod�elisationsconstructives. Pour les lecteurs ayant acc�es �a internet, une page r�eguli�erement mise �a jour, etdonnant toutes les informations et r�ef�erences de nos travaux sur le sujet est accessible �a l'adressesuivante : http://icps.u-strasbg.fr/Ehrhart/Ehrhart.htmlLes polynômes d'Ehrhart n'int�eressent pas uniquement l'informatique. Les math�ematiques s'yint�eressent �egalement beaucoup aujourd'hui, se posant des questions telles que le sens g�eom�etriquedes coe�cients de ces polynômes.
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