Corrigé de I'examen de programmation fonctionnelle et logique

Mercredi 13 juin 2001, 14H00-17H00

Remarques et commentaires :

Commencez par lire le sujet dans soregrali€é.

Les exercices sont iggendants les uns des autres. Les questions au sein &iume Exercice sont elles aussi
independantes. Vous pouvegsrbien ne pas savoipondrea une question eéussir les suivantes.

Ecrivez lisiblement et en francais, car les copies seront lues (anonymat oblige) !

Facilitez la lecture et la com@hension des codes progss

Rappels
Les fonctionnelles sur liste pedéfinies (enOcaml)

Les quatre fonctionnelles sur listespefinies sont :

— #List.iter;;
- (a -> unit) -> 'a list -> unit = <fun>
List.iter f [al; ...; an] estéquivalen@abegin f al; ...; f an; () end
— #List.map;;
- (Ca ->"'b) -> 'a list -> 'b list = <fun>
Listmap f [al; ...; an] estéquivalen&[f al; ...; f an]
— #List.fold_left;;
-:(a->"b->"a) ->'a->"b list ->’a = <fun>
List.fold leftf a [bl; ...; bn] estéquivalentaf (...(f (f a bl) b2) ...) bn

— #List.fold_right;;
-:(a->"b->"b)->"alst->"b->"'b = <fun>
List.fold rightf [al; ...; an] b estéquivalentaf al (f a2 (... (f an b) ..))

Quelques fonctions de bases

— Concaénation de deux listes : — et logique :
#[1;2]@[3;4];; #true & false;;
- int list = [1; 2; 3; 4] - : bool = false

— Test dégalié : — ou logique :
#let f a b = (a = b); #true or false;;
val f : 'a -> 'a -> bool = <fun> - @ bool = true

Exercice 1 : typage d’expression®©caml

Donnez le type des expressions suivantes.
Important : la justification du ésultat troue comptera autant que legsultat lui-néme !

1. #letrec f x y z = if x > 2.3 then y else z;
#1,
- : float -> 'a -> 'a -> 'a = <fun>
2. #let rec f x y z = match x with
tor >y t{fry 2z
| _ >z
#1;;
-:'alist > (a->'b->"b) ->'b ->"'b = <fun>



3. #exception Probl  eme of float;;

#let

#a

recabcd=

try

match b with
tir > if (c t d) then ar ct
else raise (Probl eme t)
| 0 >d

with Probl éeme f -> f;

- : float list -> (float -> float -> bool) -> float -> float = <fun>

Exercice 2 : manipulation de graphesOcaml

On ckcide de refsenter un graphe oriénpar une liste de paires, chaque pdtant constitde d'un sommet
(represeng par un entier) et de la liste de ses sommets successeurs &éeuesmepesengs par des entiers). La figure 1
présente un exemple de graphe dont voici la transcriptiod@ml suivant le codage propés
#let g = [(1,[2;3]);(2,[4]):(3,[4]);(4.[1;5]):(5.I;;
val g : (int * int list) list =

(@, [25 3]); (2 [4D): 3, [4]): (4 [1; 5] (5 D]

7\,
\/

.

FiG. 1 — Exemple de graphe.

Quand [eénoné laisse la libe& d'utiliser ou non des fonctionnelles ou des exceptions, toute solution correcte
utilisant ces recanismes se verra graiiéi d’'un bonus.

1. Petites fonctions auxiliaires.

(a) Ecrivez une fonction éte qui prend en ené&e une paire compés d'un sommet et de la liste des succes-

(b)

(©)

seurs de ce sommet, et qui renvoie le sommet.

#let t ete x = match x with (a,_) -> a;;

val t ete : 'a * b -> 'a = <fun>

Exemple d’utilisation :

#t &te (4,[1;5));;

- int = 4

Ecrivez une fonctiorsuccesseurs  qui prend en enée une paire compés d’un sommet et de la liste
des successeurs de ce sommet, et qui renvoie la liste des successeurs du sommet.

#let successeurs x = match x with (_,a) -> aj;

val successeurs : 'a * 'b -> 'b = <fun>

Exemple d'utilisation :

#successeurs (4,[1;5]);;

- int list = [1; 5]

Ecrivez une fonctiorappartient & valeurs bo@ennes qui prend en e@g un objet et une liste et qui
renvoie la valeur vraie si et seulement si I'objet appartielat liste.



#let rec appartient x | = match | with
tr -> (x=t) or (appartient x r)
| _ > false;;
val appartient : 'a -> 'a list -> bool = <fun>

#let appartient x | =
List.fold_left (function y -> function z -> y or (x=z)) false [;;
val appartient : 'a -> ’a list -> bool = <fun>

#exception Found;;
exception Found

#let appartient x | =
try
List.fold_left
(function y -> function z -> if (x=z) then raise Found else y)
false
I
with Found -> true;;
val appartient : 'a -> 'a list -> bool = <fun>

(d) Ecrivez une fonctiorsimplifie qui prend en enée une listd et qui renvoie une liste qui contient
exactement une et une seule fois chacunéfements pesents dank. (L'ordre dans lequel leglements
apparaissent dans la solution n’a strictement aucune importance.)

#let rec simplifie = function

0 ->10
| tr -=> if (appartient t r) then simplifie r
else t:(simplifie r);;
val simplifie : 'a list -> ’a list = <fun>

#simplifie [1;5;3;5,4,6;7,8;4];;
- tint list = [1; 3; 5; 6; 7; 8; 4]

#let simplifie | =
List.fold_left
(function x -> function y -> if (appartient y x) then x else y:Xx)
I
I3
val simplifie : 'a list -> ’a list = <fun>
#simplifie [1;5;3;5;4;6;7;8;4];;
- >int list = [8; 7; 6; 4; 3; 5; 1]

#let simplifie | =
let rec aux input output = match input with
tr -> if (appartient t output)
then aux r output
else aux r (output@It])
| _  -> output
in aux | [];
val simplifie : 'a list -> ’a list = <fun>

#simplifie [1,5;3;5;4;6;7;8;4];;

- int list = [1; 5; 3; 4; 6; 7; 8]

Exemple d'utilisation :

#simplifie [1,5;3;5;4;6;7;8;4];;

- int list = [1; 5; 3; 4; 6; 7; 8]
2. Ensembles de sommets

(a) Nous voulons une fonctiagouteslest  etes qui prend en enée un graphe, et qui renvoie la liste de
toutes lesétes des paires inclues dans &idition du graphe.



i. Ecrivez une versiorécursive de cette fonction.

#let rec touteslest etes x = match x with
tor > (t ete t):(touteslest etes )
| > 5

val touteslest etes : (a * 'b) list -> 'a list = <fun>

#touteslest  etes g;;
- cint list = [1; 2; 3; 4; 5]
i. Ecrivez une version de cette fonction utilisant une des fonctionnelézkimmies.

#let touteslest etes x = Listmap t ete x;;
val touteslest etes : (a * 'b) list -> 'a list = <fun>

#touteslest  etes g;;
- :int list = [1; 2; 3; 4; 5]
Exemple d’utilisation :
#touteslest  etes g;;
- sint list = [1; 2; 3; 4; 5]
(b) Ecrivez une fonctionouslessuccesseurs qui prend en enée un graphe, et qui renvoie la liste de
tous les sommets qui apparaissent dans au moins une liste de successeurs.

#let rec touslessuccesseurs x = match x with
t:r -> (successeurs t)@(touslessuccesseurs r)

[ _ >0

val touslessuccesseurs : (‘a * 'b list) list -> 'b list = <fun>

#touslessuccesseurs g;;
- cint list = [2; 3; 4; 4; 1; 5]

#let touslessuccesseurs X =
List.fold_right (function a-> function b-> (successeurs a)@b ) x [];;
val touslessuccesseurs : (‘a * 'b list) list -> 'b list = <fun>

#touslessuccesseurs g;;

- int list = [2; 3; 4; 4; 1; 5]
Exemple d'utilisation :
#touslessuccesseurs g;;

- cint list = [2; 3; 4; 4; 1; 5]
3. Bonne cEfinition des graphes

(&) Pour que la &finition d’'un graphe soit cdirente, il faut que tous les sommets qui apparaissent dans
sa cefinition soient la&te d’'une paire. Autrement dit, tout sommet qui appartéenne liste de succes-
seurs doit ausgtre la te d'une paire. En vous aidant des fonctionsgpdentesgcrivez une fonction
cohéerent avaleurs bod@ennes qui est vraie si et seulement si tous les sommets qui apparaissent dans sa
définition sont la &te d'une paire.

i. Ecrivez une versionécursive de cette fonction.
#let coh erent x =

let t = touteslest etes x and s = touslessuccesseurs X in
let rec check | = match | with
a:b -> (appartient a t) & (check b)
| _  -> true
in check s;;

val coh erent : (a * 'a list) list -> bool = <fun>
i. Ecrivez une version de cette fonction utilisant une des fonctionneléskfmies.

#let coh eéerent x =
List.fold_right
(function a -> function b-> b & (appartient a (touteslest etes x)))
(touslessuccesseurs Xx)



true;;
val coh erent : (a * 'a list) list -> bool = <fun>

#coh erent g;;

- : bool = true
#coh erent [(1.[2)1;;
- : bool = false

#let coh eéerent x =
let t etes = touteslest etes x in
List.fold_right
(function a -> function b-> b & (appartient a (t etes)))
(touslessuccesseurs Xx)
true;;
val coh erent : (a * 'a list) list -> bool = <fun>

#coh erent g;;

- : bool = true
#coh erent [(1.[2)1;;
- : bool = false

Exemples d'utilisation :
#coh erent g;;

- : bool = true
#coh erent [(1,[2])];;
- . bool = false

(b) En utilisant le iecanisme des exceptions, nous voulons optimiser la foncbbrerent pour qu’elle
arréte de s’ekcuter @s qu’'unélement fautif est trous (sommet qui appartieatune liste des successeurs,
mais qui n’est pas l&te d’'une paire).

i. Optimisez la versioné&cursive de la fonctionoh erent

#exception Fautif;;
exception Fautif

#let coh erent_optimis & x =

let t = touteslest etes x and s = touslessuccesseurs x in

let rec check | = match | with
a:b -> if (appartient a t) then (check b)
else raise Fautif
| _  -> true

in try (check s) with Fautif -> false;;

val coh erent_optimis & : (a * 'a list) list -> bool = <fun>

#coh erent_optimis e g;
- . bool = true

#coh erent_optimis e [(1,[2D];
- : bool = false

ii. Optimisez la version de la fonctioroh erent qui utilise une des fonctionnellesguEfinies.

#exception Fautif;;
exception Fautif

#let coh eéerent optimis & x =
try
List.fold_right
(function a -> function b-> if (appartient a (touteslest etes x))
then b
else raise Faultif)
(touslessuccesseurs Xx)



true
with Fautif -> false;;
val coh erent_optimis e : (a * 'a list) list -> bool = <fun>

#coh erent_optimis & g;;
- : bool = true

#coh erent_optimis & [(1.[2])];;
- : bool = false

(c) Nous voulons maintenant une fonctiaaitif  , qui prend en enée un graphe et qui renvoie la valeur d'un
elément fautif (sommet qui appartieatune liste des successeurs, mais qui n'est patdadtune paire).
Tout comme la fonctiortoh erent _optimis &, cette fonction doibbligatoirementétre optimi€e au
moyen d’exceptions. Si le graphe ne contient p&edhent fautif, la fonction devra renvoyer un message
d’erreur.

i. Version ecursive de cette fonction.

#exception Fautif of int;;
exception Fautif of int

#let fautif x =
let t = touteslest etes x and s = touslessuccesseurs X in
let rec check | = match | with

a:b -> if (appartient a t) then (check b)
else raise (Fautif a)
| _  -> failwith "Pas d’ el ement fautif dans ce graphe"
in try (check s) with Fautif ¢ -> c;;
val fautif : (int * int list) list -> int = <fun>

i. Ecrivez une version de cette fonction utilisant une des fonctionneléeifimies.

#exception Fautif of int;;
exception Fautif of int

#let fautif x =
try
List.iter
(function a -> if (appartient a (touteslest etes x))
then ()
else raise (Fautif a))
(touslessuccesseurs Xx);
failwith "Pas d’ el ement fautif dans ce graphe"
with Fautif ¢ -> c;;
val fautif : (int * int list) list -> int = <fun>

#fautif g;;
Exception: Failure "Pas d’ el ement fautif dans ce graphe".

#fautif [(1,[2D)];
- int = 2

Exemples d'utilisation :
#fautif g;;
Exception: Failure "Pas d’ el ement fautif dans ce graphe".

#fautif [(1,[2D)];;
- int = 2

(d) Ecrivez une fonctiordifferentesa valeurs bodennes qui prend en ea& deux listesl etl2 et qui
renvoietrue si et seulement si au moins un ddéments ddl n’appartient pasi |2 . Cette fonction
devraobligatoirement utiliser une des fonctionnellesguifinies (et non lagcursivig), ainsi qu’une
exception pour optimiser I'emploi de la fonctionnelle.



#exception Trouv  &;;
exception Trouv &

#let diff erentes 11 12 =
try
List.fold_left
(function x -> function y -> if (not (appartient y 12)) then raise Trouv e
else x)
false
11
with Trouv & -> true;;
val diff erentes : 'a list -> ’a list -> bool = <fun>

Exemples d'utilisation :
#diff erentes [1;2;3] [2];;
- : bool = true
#diff erentes [1;2;3;2] [1;2;3];;
- : bool = false
4. Ensemble des sommets atteignable@spartir d'un sommet donné
() Nous voulons une fonctisuivants  qui prenne en ende un graphe et un sommet et qui renvoie la liste

(b)

(©)

des successeurs (directs) du sommet dans le graphe.
Ecrivez une versionécursive de cette fonction.
#let rec suivants graph s = match graph with
(a,b)::r -=> if (a=s) then b else (suivants r s)
| _ > failwith "Ce sommet ne figure pas dans le graphe";;
val suivants : (a * 'b) list -> 'a -> b = <fun>
Exemple d'utilisation :
#suivants g 2;;
- 1int list = [4]
Ecrivez une fonction prenant en e@érun graphe et une liste de sommets, et qui renvoie une liste
contenant tous les sommetsldet tous les successeurs des sommets ¥us pourrez utiliser la fonction
simplifie (question 1d) pour nettoyer Iésultat. Votre fonction devra utiliser une des fonctionnelles
préecefinies.
#let extension g | =
simplifie
(List.fold_right (function x -> function y -> y @ (suivants g x)) | I);;
val extension : ('a * 'a list) list -> 'a list -> 'a list = <fun>
Exemple d'utilisation :
#extension g [1;2];;
- cint list = [1; 2; 4; 3]
Nous voulons maintenant une foncti@tursivetouslessuivants qui prenne en enée un graphe et
un sommes et qui renvoie la liste de tous les sommets qui peugdr atteintsa partir des, directe-
ment ou transitivement (voir les exemples d'utilisatiofitentiona ne pacrire une fonction qui boucle
indéfiniment.
#let touslessuivants g s =
let rec allongement | =
let newl = extension g |
in if (diff erentes newl l) then (allongement newl)
else |
in allongement [s];;
val touslessuivants : (‘a * 'a list) list -> 'a -> 'a list = <fun>
Exemples d'utilisation :
#touslessuivants g 2;;
- int list = [2; 4; 1; 5; 3]
#touslessuivants g 5;;
- . int list = [5]



Manipulation de graphes en SWI-Prolog

On cecide de repirsenter un graphe oriénpar une liste de sous-listes, chaque sous-&tiat constitae d’'un
sommet (regseng par un entier) et de la liste de ses sommets successeurs émesmepsengs par des entiers).
La figure 1 pésente un exemple de graphe dont voici la transcriptioBWihProlog suivant le codage propes

([1.[2,3]1,[2,[4]1.[3.[411.[4.[1,5]1.[5, 0111

1. Petites fonctions auxiliaires.

(a) Ecrivez un pedicatappartient  qui prend en enée un objet et une liste et qui est vrai si et seulement

(b)

(©)

(d)

(e)

si I'objet appartient la liste.

appartient(X,[X|_])-

appartient(X,[_|T]):-appartient(X,T).

Ecrivez un pedicatappartientopt , nouvelle version dappartient  optimisee au moyen de cou-
pures.

appartientopt(X,[X|_]):-!.

appartientopt(X,[_|T]):-appartientopt(X,T).

Ecrivez un pedicatnappartientpas qui prend en enére un objet et une liste et qui est vrai si et
seulement si I'objet’appartientpasa la liste. Cette fonction doibligatoirementutiliser le mecanisme
de coupure (vous n'utiliserez pas ici la fonctieriff érent» : « =\ = », ni le prédicatnot ).
nappartientpas(_,[]):-!.

nappartientpas(X,[X|_]):-!,fail.

nappartientpas(X,[_|T]):-nappartientpas(X,T).

Ecrivez un pedicatsousliste  qui prend en enée deux listed et B et qui est vrai si et seulement si
tous lestlements dé\ sontélements des.

sousliste([],_)-

sousliste([T|R],L):-appartient(T,L), sousliste(R,L).

Exemples d'utilisation :

?- sousliste([2,3,4,4,1,5], [1,2,3,4,5]).

Yes

?- sousliste([2,3,4,4,1,5], [1,2,4,5]).

No

Ecrivez un pedicatsuccesseur  qui prend en enéie deux sommets et B et un grapheéS et qui est vrai
si et seulement € est un successeur direct AelansG

successeur(A,B,[[A,L]|_]):-appartient(B,L).

successeur(A,B,[_|L]):-successeur(A,B,L).

Exemples d’utilisation :

?- successeur(1,3,[[1,[2,3]],[2,[411.[3.[41],[4.[1,5]1]).

Yes

?- successeur(1,4,[[1,[2,3]],[2,[4]1.[3.[4]].[4.[1.5]]])-

No

(f) Votre prédicatsuccesseur est-il capable de&rérer les successeurs d’'un sommet donomme dans

I'exemple ci-dessous ?
?- successeur(1,X,[[1,[2,3]].[2,[4]].[3.[4]].[4.[1,511])-

X =2
X =3 ;
No

Pourquoi ? (Rpondre en trois lignes au grand maximum.)

2. Ensemble de sommets

Ecrivez un pedicattouteslestetes qui prend en enée une liste et un graphe et qui est vrai si et seulement
si la liste est la liste des sommets du graphe.

touteslestetes([],[])-
touteslestetes([X|T],[[X|_]|R]):-touteslestetes(T,R).



Exemples d'utilisation :

?- touteslestetes(X,[[1,[2,3]],[2,[4]1.[3.[4]],[4.[1,5]1.[5.01D-

X = [1, 2, 3, 4, 5]

Yes

?- touteslestetes([2,3,4,5], [[1,[2,3]].[2,[4]].[3,[4]].[4,[1,5],[5.01D-
No

3. Bonne cEfinition des graphes

(a) Ecrivez un pedicatcoherent qui prend en enée un graphe et qui est vrai si et seulement si le graphe
est bien @fini, c'esta-dire si et seulement si tous les sommets qui apparaissent dans une liste de sommets
successeurs apparaissegalement comme sommets.

Nous supposerons ici que nous avanmtre disposition un pdicattouslessuccesseurs qui prend
en entée une liste et un graphe et qui est vrai si et seulement si la liste est la&@umitat des listes de
successeurs du graphe.

coherent(G):-touteslestetes(T,G),touslessuccesseurs(S,G),sousliste(S,T).

Exemples d'utilisation :

?- coherent([[1,[2,3]].[2.[4]].[3.[411.[4.[1,5]L[5.01D)-
Yes

?- coherent([[1,[2,3]].[2.[4]]])-

No

(b) Optimisez le pedicatcoherent au moyen de coupures.
coherent(G):-touteslestetes(T,G),touslessuccesseurs(S,G),!,sousliste(S,T),!.
4. Existence d'un chemin reliant deux sommets

(a) Nous voulons un gdicatchemin qui prend en enée deux sommesetB et un graph&et qui est vrai si
et seulement si le grapl@&contient un chemin dA versB. Indication: pour iesoudre cette question, vous
pourrez supposer que votregplicatsuccesseur est capable deggérer les successeurs d’'un sommet.

chemin(AA, ).

chemin(A,B,G):-successeur(A,B,G).
chemin(A,B,G):-successeur(A,C,G),chemin(C,B,G).
Exemples d'utilisation :

?- chemin(1,4,[[1,[2,3]],[2.[4]].[3.[4]].[4,[1,5]])).
Yes
?- chemin(5,4,[[1,[2,3]],[2,[4]1.[3.[4]].[4.[1,5]]D).
No

(b) Votre pédicatchemin est-il interrogeable par la question suivante ?
?- chemin(1,X,[[1,[2,3]],[2,[4]],[3.[4]],[4.[1,5]]])-

1

X X X X X X
([ TR T R TR
ADBDNDWN

0]
—
(9]

(c) Ecrivez un pedicatantichemin  qui prend en enée deux sommei& et B et un graphés, et qui est vrai
si et seulement si il n’existe pas dans le gra@ie chemin dé\ versB.
antichemin(A,B,G):-chemin(A,B,G),! fail.
antichemin(_,_,_).



